2. Redes bayesianas y paradigmas generativos
modernos

Dada la diversidad de paradigmas y la modularidad de los modelos actuales, resulta 1til realizar
el estudio bajo la perspectiva unificada de los modelos graficos probabilisticos, lo que permite
obtener un entendimiento més holistico de la TA generativa moderna y entender mas facilmente
las similitudes y diferencias que hay entre los distintos paradigmas generativos. Por otro lado,
este enfoque es natural dado que todos los modelos generativos modernos suelen ser formulados
y analizados en términos probabilisticos. Mas atin, todos los paradigmas que se estudiardn (a
excepcién de los modelos basados en score) pueden ser vistos como un tipo particular de modelo
grafico denominado red bayesiana. En consecuencia, este capitulo comienza estudiando algunos
aspectos importantes de este marco tedrico, para luego revisar el problema de inferencia en redes
bayesianas, el cual puede interpretarse como el proceso de entrenamiento en la jerga usual del

machine learning.

2.1. Introducciodn a las redes bayesianas

Un modelo grafico consiste, a grandes rasgos, en poder representar las relaciones de dependencia
e independencia entre las variables de un modelo probabilistico utilizando un grafo. Esta repre-
sentacién visual permite entender rapidamente como estan relacionadas las variables, ya sean
visibles u ocultas, dentro de un modelo probabilistico complejo como, por ejemplo, en un modelo
de Markov oculto usado para la tarea part-of-speech tagging en texto.

Dado un modelo probabilistico con distribucién conjunta p(z, ..., x 5), el modelo grafico asociado
a este modelo probabilistico es un grafo cuyos nodos representan las variables aleatorias z, ..., x
del modelo (hay un nodo por cada variable), mientras que la existencia de un arco entre dos
nodos indica que hay una relacién de dependencia (en el sentido probabilistico) entre las variables
aleatorias asociadas a esos nodos.

Los modelos graficos se pueden clasificar en dos grandes grupos, dependiendo del tipo de grafo
que utilicen para representar al modelo probabilistico:

¢ Red bayesiana o belief networks: en este caso, se utiliza un grafo dirigido (i.e., cada
arco tiene una direccién) para representar la relacién de dependencia entre variables. En
este tipo de modelos, un arco dirigido desde (el nodo) z; hacia (el nodo) z; indica que
hay una relacién de dependencia entre (la variable) x; y (la variable) ;. Se vera que el
grafo dirigido asociado a un modelo probabilistico siempre debe ser aciclico para que esta
interpretacion tenga sentido.

o Redes de Markov o Markov random fields (MRF): en este tipo de modelos se utiliza
un grafo no dirigido (i.e., no se diferencia entre un nodo origen y un nodo destino), por lo
que ya no hay una jerarquia en las relaciones de dependencia. En consecuencia, la factori-
zacion de la distribuciéon conjunta para este tipo de modelos se vuelve un poco diferente
va que se debe realizar sobre los cliques maximales del grafo, mientras que los términos

que se multiplican ya no se interpretan como distribuciones, si no que se interpretan como
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potenciales. Este tipo de modelos no es muy importante para la IA generativa moderna,
por lo que solo se comentard brevemente al estudiar los modelos basados en energia. Es
importante mencionar que varios modelos generativos clasicos como las maquinas de
Boltzmann o las redes de Hopfield (Nobel de fisica, 2024) son modelos de este tipo.

2.1.1. Ejemplo inicial

Para introducir la idea de red bayesiana, se comenzara con un ejemplo que modela la probabilidad
de aprobar o no un curso, considerando tinicamente si un estudiante estudia o no para el examen,
y su rendimiento en las preguntas el examen. Para esto, se consideraran 4 variables aleatorias
binarias (i.e., Bernoulli), z;, 5, 3 v x4, las cuales representaran los siguientes escenarios:

o Variable aleatoria x;: el estudiante estudia para el examen.

o Variable aleatoria x,: el estudiante responde bien las preguntas teéricas.
o Variable aleatoria xj: el estudiante responde bien las preguntas practicas.
o Variable aleatoria x,: el estudiante aprueba el curso.

Como es usual, se asociara la respuesta «si» al valor 1y la respuesta «no» al valor 0. El siguiente
grafo dirigido representa la relacion entre las 4 variables aleatorias que considera el modelo:
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Figura 1: Red bayesiana del ejemplo del estudiante.
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Este grafo indica que las variables aleatorias x, y x5 dependen de x;, mientras que la variable
aleatoria z, depende de las variables aleatorias x4 y 5. Mas precisamente, este grafo se interpreta
factorizando la distribucién conjunta de las 4 variables aleatorias como

p(T1, T, T3, T4) = p(@1) p(T | 71) p(T3 [ T1) P(T4 | 75, T5) (1)

Es 1til notar algunas independencias condicionales que induce esta factorizacion:

o La variable aleatoria x5 es condicionalmente independiente, dado el valor de z;, de la
variable aleatoria xy: p(z5 |z, 29) = p(z5|x1) 0, equivalentemente, p(xy, x4 |z,) = p(zy |
z,) p(z5 | ;). Esta independencia indica que responder bien o no en las preguntas practicas
es independiente de responder bien o no en las preguntas tedricas, si es que se sabe si el
estudiante estudié o no.

o La variable aleatoria z, es condicionalmente independiente de la variable aleatoria z,
dados los valores de x4 y z5: p(x4 | 21, 9, T35) = p(z4 | T4, T5) 0, equivalentemente, p(z,,x, |
To,Tg) = p(zq | g, 3) p(x4 | 9, z4). Esta independencia indica que aprobar o no el examen
no depende de si el estudiante estudié o no, si es que se sabe si respondié bien o no las
preguntas tedricas y las preguntas practicas.

Estas independencias condicionales se observan en la simplificaciéon de la factorizacion de la
distribucién conjunta que se obtiene cuando se factoriza usando la regla de la cadena (la cual
no asume ninguna independencia, solo utiliza la definicién de probabilidad condicional):

p(T1, 2,73, 24) = p(T1) P(Ty | Ty) p(T3 | Ty, 29) P(T4 | 21, Ty, T3) (2)

p(zs|z) p(zy|22,23)

Notar que para definir cada una de las distribuciones condicionales, es necesario definir una
distribucion para cada posible valor de las variables condicionales. Por ejemplo, la distribucién
p(zy | 1,29, T5) necesitaria definir 2 -2 - 2 = 8 distribuciones binarias sobre z, (una para cada
posible valor de (z,,y,23) € {0,1}3), mientras que p(z, | 5, z3) necesita definir solo 2 -2 =4
distribuciones binarias sobre z,. Esto muestra cémo las hipétesis de independencia ayudan a
reducir la cantidad de parametros necesarios para definir una distribucién conjunta.

Si se conocen todas las distribuciones de la factorizacion, es directo responder preguntas como
jcual es la probabilidad de responder bien las preguntas tedricas si se estudié? o ;jcudl es la
probabilidad de aprobar el curso si respondié bien las preguntas practicas y tedricas? ya que
bastaria con mirar los parametros de las distribuciones. Sin embargo, otras preguntas requieren
hacer célculos adicionales como marginalizacién o célculo de posteriores. Algunas preguntas de
este tipo son:

e ;Cudl es la probabilidad de que el estudiante responda bien las preguntas teéricas?

e ;Cual es la probabilidad de que el estudiante haya estudiado si no respondié bien las
preguntas teoéricas?

e ;Cual es la probabilidad de responder bien tanto las preguntas teéricas como las preguntas
practicas?

e ;Cual es la probabilidad de responder bien las preguntas practicas si se respondieron bien
las preguntas teéricas?



Fernando Fétis Redes bayesianas y paradigmas generativos modernos

Para responder las preguntas se asignaran probabilidades de juguete a cada una de las
distribuciones que definen la probabilidad conjunta p(z,,z,, x5, x,). Notar que la suma de las
probabilidades de cada fila debe ser 1 para representar una distribucién de probabilidad valida.

p(r; =0) | p(z; =1)
0.10 0.90

zy | p(zy =0]zq) | p(zy =1]|29)
0 0.80 0.20
1 0.25 0.75

zy | p(zy =0]|z,) | p(zz =1]|z)

0 0.70 0.30

1 0.20 0.80
Ty [ 25 | plzy =025, 23) | plxg = 1|7y, 25)
010 0.95 0.05
110 0.35 0.65
01 0.40 0.60
111 0.01 0.99

. Cudl es la probabilidad de que el estudiante responda bien las preguntas teéricas?

Se debe calcular p(zy = 1). Esto se puede hacer marginalizando la distribucién conjunta:

p(zy=1) = Z p(zy,25 = 1,23, 24)
m17"‘”37m4€{07]-}

= Z p(zy) p(zy = 1]2y) p(zg | 21) p(24 [ = 1, 23)

ml7‘®3¢m4€{071}

= Z p(zy) plzy =1]zy) Z (P(ms%) Z p(x4|x2:1,x3))} (3)

z,€{0,1} x3€{0,1} z,€{0,1}
= Z p(z1) p(zy = 1]2)
z,€{0,1}
=p(r; =0)p(zy=1|z; =0)+p(z; =1)p(ry =1]z; =1)
=0.10 x 0.20 + 0.90 x 0.75
=0.695

Es decir, sin observar ninguna variable a priori (e.g., sin saber si el estudiante estudié o no),
es cerca de un 70% probable que el estudiante responda bien las preguntas tedricas. Notar que
p(x = k) = 1 para la distribucién p(x, |

para pasar a la cuarta igualdad se utilizé que ) ke supp(z)

xy = 1,25) y luego para la distribucién p(x | z).

;. Cuadl es la probabilidad de que el estudiante haya estudiado si no respondié bien

las preguntas teéricas?
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Se debe calcular p(z; = 1|z, =0). Para esto, se puede usar la definicién de probabilidad
condicional y luego marginalizar la distribucién conjunta:

p(zy =1,2, =0)
plx; =1z, =0) =
( 1 | 2 ) p(l'g — )
1
=~ Z p(wl = 171"2 = O,CL‘3,.’L'4)
p($2 - O) z5,2,€{0,1}
1
=——= Z p(x; =1)p(zy =0|z; =1)p(zz |2, = 1) p(24 |29 = 0,73)
p(CCz— )ac z,€{0,1}
374 )
. (4)
= mp(% =1)p(z, =0[z, =1) Z p(z3|zy =1) Z p(zy|zy =0,25)
Ty = 23€{0,1} 246{0,1}
_ p(ry =1)p(zy =0]z; = 1)
p(zy =0)
~0.25 x0.90
- 0.305
~ 0.74

En la peniltima igualdad se usé el resultado de la pregunta anterior para obtener p(xzy = 0) =
1—p(zy =1)=0.305.

Por otro lado, notar que esta distribuciéon condicional no esté en la factorizacién entregada por el
grafo y, de hecho, tiene la direcciéon contraria al orden que induce el grafo. Por lo tanto, también
se podria calcular esta probabilidad posterior utilizando la regla de Bayes:

p(zy =0|zy =1)p(z, =1)
p(zy =0)

p(zy =1|zy =0) = (5)

Llegando a la misma expresion que antes.

({Cudl es la probabilidad de responder bien tanto las preguntas tedricas como las
preguntas practicas?

Se debe calcular p(z, = 1,25 = 1). Esto se puede hacer, al igual que antes, marginalizando la
distribucion conjunta:

)
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p(zy=1z3=1)= Z p(zy, 2y = 1,23 =1,24)

z1,74€{0,1}

= Z p(zy) p(zy = 1]zy) p(ag = 1|z)) plzy |2y = 1,25 = 1)
z,,24€{0,1}

Z p(zy) p(zy =1]2)) p(z3 = 1| zy) Z p(zy|zy =125 =1)
2,€00,1} ,€00,1} (6)

Z p(zy) p(zy = 1]zy) p(zg = 1|2y)

116{071}

=p(r; =0)p(zy=1]z; =0)p(zz=1|2, =0) +p(r; =) p(zy =1|z; =1)p(zz =1|z, = 1)

=0.10 x 0.20 x 0.30 4+ 0.90 x 0.75 x 0.80
= 0.546

Notar que p(zq = 1,25 = 1) # p(z, = 1) p(x3 = 1) ya que z, y 5 solo son independientes cuando
se conoce el valor de z, (i.e., son condicionalmente independientes).

{Cuadl es la probabilidad de responder bien las preguntas practicas si se respondieron
bien las preguntas tedricas?

Se debe calcular p(zg = 1|zy = 1). Notar que p(zg =1|zy = 1) # p(z53 = 1) ya que, como se
mencioné anteriormente, x5 y 5 solo son independientes cuando se conoce el valor de z;. La

cantidad buscada se puede obtener por definicion de probabilidad condicional:

plry =1z, =1) =

Donde se usaron los resultados de las preguntas anteriores.

Los desarrollos anteriores muestran que siempre se puede seguir el mismo procedimiento de
marginalizacion para obtener alguna probabilidad deseada. Sin embargo, en muchos casos estos
calculos de pueden hacer de manera mas eficiente utilizando la regla de Bayes cuando se busca
conocer una distribucién posterior.

Por otra parte, desde la perspectiva del grafo asociado al modelo probabilistico, sus nodos son
V ={zy, 2y, 25,2, }, mientras que sus arcos son E = {(z1,z,), (€1, Z3), (T4, 24), (x3,24)} CV x
V. Ademads, z; no tiene nodos padres, x, y x5 tienen a x; como Unico nodo padre, y z, tiene a
Ty Yy a T3 como nodos padres.

Notar que la estructura del grafo anterior puede ser usada para representar otros escenarios
con una dindmica similar: una primera variable influye en el valor de otras dos variables
condicionalmente independientes, las cuales a su vez influyen en una cuarta variable. Por otro
lado, en este ejemplo se conocen las distribuciones de cada nodo (cada variable aleatoria sigue
una distribucién Bernoulli, cuyos parametros se pueden deducir de las tablas), lo que permitié
responder preguntas (i.e., hacer inferencia bayesiana) acerca del modelo. En los modelos genera-
tivos modernos no se conoce a priori la distribucién de los datos (e.g., texto o imagenes), por
lo que esta suele ser aprendida por una red neuronal utilizando muestras de entrenamiento
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generadas desde la distribucién desconocida. Una vez se tiene el modelo probabilistico entrenado,
se pueden generar nuevas muestras a partir de él, las cuales seran similares a las muestras usadas
durante el entrenamiento ya que el modelo habra aprendido a replicar la distribucién original
de los datos, la cual, en un comienzo, era desconocida. De esta forma, es posible utilizar redes
neuronales para generar texto, imagenes u otro tipo de dato.

2.1.2. Formulacion de una red bayesiana

Para dar una definicién més precisa de lo que es una red bayesiana, es importante recordar
que toda la informacién acerca de como se relacionan las distintas variables aleatorias dentro
de un modelo probabilistico estd contenida en su distribucién conjunta p(zq, ...,z x), la cual es
mas informativa que el conjunto de marginales p(x;), ..., p(z ) ya que las marginales pierden las
relaciones entre las variables. Sin embargo, muchas veces los modelos suelen incluir hipétesis de
independencia entre ellas para regularizar el modelo haciéndolo méas simple, lo que en particular
ayuda a evitar el overfitting (un modelo mas débil no puede gastar capacidad en memorizar
muestras de entrenamiento). Por otro lado, las hipétesis de independencia permiten disminuir la
cantidad de pardmetros necesarios para definir la distribucién conjunta p(z, ..., zy). A modo de
ejemplo, si las N variables x,, ...,z son binarias, la cantidad de combinaciones distintas entre
ellas es 2%V, por lo que la distribucién conjunta p(xy, ..., ¥ ') necesitaria una cantidad exponencial
(en el nimero de variables) de valores para poder ser definida completamente. Con hipétesis de
independencia, este costo exponencial puede ser disminuido significativamente, llegando incluso
a un costo lineal en el caso extremo donde todas las variables se asumen independientes entre
si (como ocurre en los unigramas de texto). Para formular las hipétesis de independencia, es
necesario recordar algunos conceptos elementales de teoria de grafo.

Un grafo dirigido es una estructura matemaética compuesta por un conjunto de nodos V' y por
un conjunto de arcos E. Cada arco del grafo se representa como una flecha que va de un nodo
a otro. Mateméaticamente, un arco se suele denotar como un par ordenado de nodos, es decir,
la afirmacién (u,v) € E indica que el grafo posee un arco dirigido desde el nodo u € V hacia el
nodo v € V. En particular, esta notaciéon indica que E C V x V. Las siguientes definiciones son
importantes para formalizar el concepto de red bayesiana:

o Camino dirigido: una secuencia de vértices (wy, ..., wy) € V* se dice que es un camino
dirigido desde w; € V hasta w, € V si al recorrer los vértices de la secuencia (en el orden
dado por la secuencia) se sigue el orden dado por los arcos, es decir, (w;,w,,;) € E para
todo i € {1,....k—1}.

o Grafo dirigido aciclico (DAG): un grafo dirigido se dice aciclico si para todo nodo v €
V', no es posible encontrar un camino dirigido que empiece y termine en v. Es decir, no se
pueden formar caminos dirigidos cerrados (este tipo de caminos se llama ciclo).

¢ Nodos padres: los DAG inducen una jerarquia sobre el conjunto de los nodos del grafo.
Para un nodo v € V, sus nodos padres son los nodos que estan directamente conectados a
él, es decir, Pa(v) :={u € V : (u,v) € E}.

e Orden topolégico: los DAG inducen un orden (parcial) sobre V' a partir de la jerarquia
impuesta por la orientacion de los arcos. Este orden se denomina orden topoldgico y siempre
se asumird, sin pérdida de generalidad, que los vértices de un DAG estdn enumerados
de acuerdo al orden topolégico del grafo, es decir, V = {z,,...,zy}, donde N = |V] es la
cantidad de nodos, y z; ¢ Pa(z;) si j > i.
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Dado un conjunto de variables aleatorias, =, ...,z la idea general de una red bayesiana es
poder representar la factorizacion de su distribucién conjunta p(z, ..., z ) como un DAG (V, E),
donde sus nodos son las variables aleatorias del modelo probabilistico (i.e., V = {z,...,zx}),
mientras que la presencia de un arco (z;, acj) € E dirigido desde el nodo x; € V hacia el nodo
r; € V indica que la variable z; influye directamente en el valor de la variable z; (o que z;
depende directamente de z;). Mas precisamente, la nocién de independencia que induce un DAG,

denominada propiedad de Markov, es p(z,, |z4,...,z,_;) = p(z,, |Pa(z,)), donde Pa(z,) C

{z1,...,z,_1}. Esta nocién de independencia indica que z; L Ty a0z, 1\ Pa(s,) | Tpa(s,): € decir,

todo nodo es independiente de sus ancestros (nodos hacia arriba en la jerarquia) si se conoce
el valor de sus nodos padres. De esta forma, sustituyendo las propiedades de independencia en
la factorizacion que entrega la regla de la cadena, p(xq,...,zy) = Hi;lp(xn |z, ey T,y q), la
distribucién conjunta p(z, ..., zy) del modelo probabilistico asociado al DAG (V, E) se factoriza

como
N
p(ay, - zy) = [ ] pla, | Palz,)) (8)

Notar que los nodos raices del grafo (nodos z,, donde Pa(z,,) = () definen probabilidades incon-
dicionales py(z,, |Pa(z,,)) = pg(z,,), por lo que (las distribuciones de) estas variables se suelen
llamar priors, mientras que las variables donde Pa(z,,) # 0 interacttian de forma condicional con
sus nodos padres, permitiendo muchas veces obtener un modelo intuitivo e interpretable. Por
otro lado, entendiendo (aci, xj) € E como que z; causa x; (en un sentido informal), no tendria

J

sentido que también (z;,z;) € E (ie., que z; cause x;). Esta observacién permite entender
por qué se necesita que el grafo (V, E) sea aciclico para poder ser interpretado como una red

bayesiana.

En el caso de trabajar inicamente con variables discretas (e.g., categéricas), los pardmetros de
las distribuciones condicionales p(z,, | Pa(x,,)) se pueden almacenar en tablas de forma similar
a las tablas construidas en el ejercicio inicial. Sin embargo, los modelos generativos modernos
requieren aprender distribuciones mucho méas complejas, usualmente continuas, por lo que se
suele utilizar redes neuronales que se sabe que funcionan bien en tareas que requieren capturar
patrones en alta dimensién. Por lo general, cada factor p(z,, | Pa(z,,)) de una red bayesiana suele
seguir una distribucién tipica, donde sus parametros (de la distribucién, no de la red neuronal)
son aprendidos por una red neuronal cuya entrada son los valores de las variables condicionantes
(i.e., los valores de las variables en Pa(x,)), mientras que la salida son los pardmetros que
requiere la distribucion p(z,, | Pa(z,,)) para quedar totalmente definida. A modo de ejemplo:

e Siz=(zq,..,7y) €{0,1}" es una imagen (monocromética), donde N = ancho x alto, y
x,, es el n-ésimo pixel de la imagen (cuyo valor es 0 o 1 por simplicidad), entonces cada pixel
x,, puede ser considerado como una distribucién Bernoulli, z,, ~ Bernoulli(r,,), donde r,, €
[0,1] es el pardmetro de la distribucién, cuyo valor depende de los pixeles en Pa(z,,). Este
pardmetro suele ser determinado por una red neuronal (con salida sigmoidal para estar en
el intervalo [0, 1]), cuya entrada son los valores de los pixeles vecinos Pa(z,,) que el modelo
considere. Por ejemplo, una capa convolucional considera como Pa(z,,) unicamente a los
pixeles que estan dentro del campo receptivo de la convolucién.

e Siz=(z,..,7y) €RY es una variable continua (y cada componente , es un escalar
irrestricto), es usual considerar p(z,, | Pa(z,,)) ~ N (y,,,02), donde los pardmetros p,, € R
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y 02 >0 dependen de los valores de las variables en Pa(z,). Al igual que antes, estos
pardametros suelen estar determinados por redes neuronales cuyas entradas son los valores
de las variables en Pa(z,,).

Notar que en todos los ejemplos se ha considerado que cada z, es una variable aleatoria
unidimensional. En general, cada variable z,, por si sola puede ser un vector aleatorio de varias
dimensiones, por lo que no se diferenciard, como es usual en machine learning, entre variable
aleatoria y vector aleatorio. Mas atin, cada nodo x,, € V puede estar representando a un conjunto
de variables aleatorias que, por sus propiedades de independencia, pueden agruparse en un mismo
nodo.

Por otro lado, es importante mencionar que las redes bayesianas no se llaman asi debido a que
asumen la interpretacién bayesiana. El nombre se debe a que utilizan la regla de Bayes para
hacer inferencia sobre las variables desconocidas.

2.1.2.1. Generacion de muestras

Dada una red bayesiana p(xq,...,zy) = HnNzlp(a:n|Pa(xn)), donde las distribuciones p(z,, |

Pa(z,,)) son todas conocidas (y con parametros conocidos o aprendidos con una red neuronal),
entonces el algoritmo de ancestral sampling permite generar una nueva muestra desde la
distribucién conjunta p(x,, ...,z ). Si bien esto no siempre es necesario (e.g., en el ejemplo inicial
no es claro para qué seria 1til generar muestras a partir de esa red bayesiana), en IA generativa
el sampling es la tarea més importante luego del entrenamiento ya que permite, por ejemplo,
generar nuevas respuestas si se tiene un LLM ya entrenado o generar una nueva imagen si se
tiene un modelo de difusiéon ya entrenado.

El algoritmo de ancestral sampling comienza, naturalmente, generando muestras desde los nodos
raices (que funcionan como semillas) y luego utiliza estas muestras para generar nuevas muestras
de los nodos hijos. Este procedimiento se repite jerarquicamente (i.e., con el orden de genera-
cién siguiendo el orden topoldgico del grafo) hasta llegar al dltimo nodo, obteniendo asi una
muestra desde todos los nodos del grafo. La muestra conjunta resultante de este procedimiento,
(1,...,x ), es una muestra generada desde la distribuciéon conjunta p(z, ..., x,,).

Es importante destacar que el algoritmo de ancestral sampling asume que se sabe cémo generar
nuevas muestras desde cada factor p(z,, |Pa(z,,)) de la red bayesiana. Este es otro motivo por
el cual los modelos gréficos suelen elegir distribuciones condicionales simples (e.g., categdricas o

gaussianas) en sus formulaciones.

En los paradigmas generativos que se revisaran, el sampling serd realizado casi siempre usando
ancestral sampling: en modelos de variable latente como las GANs o los VAEs, se comienza
generando una muestra inicial desde z ~ p(2) y luego se utiliza esta muestra para generar desde
p(x | z) usando la red neuronal entrenada (llamada generador en el caso de la GAN y decoder en el
caso del VAE). En modelos secuenciales como los ARMs o los DMs, se comienza con una muestra
inicial desde el nodo raiz (token inicial en ARMs y ruido inicial en DMs) y luego se decodifica
iterativamente de forma secuencial (de forma causal en los ARMs y de forma anticausal en los
DMs). En los modelos basados en score y EBMs en general (que no son redes bayesianas), dado
que solo se suele conocer una cantidad proporcional a p(z), la generacién no es realizada con
ancestral sampling, si no que se usan técnicas de Markov chain Monte Carlo (MCMC) ya que
este tipo de algoritmos no necesita conocer la constante de normalizacién.

10
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2.1.3. Algunas redes bayesianas usuales

La generalidad de las redes bayesianas permite ver varios modelos clasicos de machine learning,
que usualmente se ensenan de manera independiente, como casos particulares de redes baye-
sianas.

2.1.3.1. Mixturas

Un modelo de mezclas (mixtura) consiste en combinar N distribuciones independientes,
p1(x),...,py(z), usando una variable latente p(z) ~ Categérica({1, ..., N}) que elige al azar una
de las distribuciones para generar la muestra observable z. Més precisamente, la distribucién
marginal asociada a la variable observable p(z), es una combinacién convexa de las distribuciones
que se buscan mezclar:

N

p(z) =Y p(z=n)p,(z) (9)

n=1

Notar que esta distribucién marginal se obtiene al marginalizar « en el modelo de variable latente
estandar, p(z, z) = p(z) p(x | ), donde p(z) es una distribucién categérica y p(z |z = n) = p, ().
En consecuencia, el DAG asociado a una mixtura es el siguiente:

< L

Figura 2: DAG asociado a una mixtura.

Las mixturas mas usuales, llamadas mixturas gaussianas, son las que consideran p,,(z) ~
N (o, ,,)- Por otro lado, es 1til notar que los modelos de variable latente més generales, donde
z es una variable latente continua, pueden ser vistos como una mixtura infinita de distribuciones.

2.1.3.2. Naive Bayes

Naive Bayes es un clasificador clasico que, a diferencia de otros clasificadores que aprenden
directamente una distribucién p(y|z) (como la regresién logistica o los clasificadores usuales
basados en redes neuronales), utiliza un enfoque generativo (i.e., aprende una distribucién
conjunta p(z,y) en vez de una distribucién discriminativa p(y | z)). Este clasificador factoriza la
distribucién conjunta de una muestra z € R y su respectiva clase, y € {1, ...,C}, como

11
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D
p(z,y) = p(y) H p(zq|y) (10)

Es decir, esta red bayesiana asume que x; 1 x;|y: las caracteristicas (coordenadas) de una
muestra z € RP son condicionalmente independientes si es que se conoce la etiqueta de clase
y € {1,...,C} (de aqui viene la parte ingenua o naive). El DAG asociado a esta red bayesiana es

el siguiente:

Y

v v v

:I;l :c2 o o o a:D

Figura 3: DAG asociado al clasificador Naive Bayes.

Notar que en este DAG se separé la variable z € R” en sus componentes para poder separar las
relaciones de independencia de cada coordenada. En otros grafos es usual agrupar todo el vector
aleatorio # € RP en un mismo nodo cuando este puede ser visto como un mismo objeto en el
sentido de las relaciones de dependencia e independencia.

En esta red bayesiana p(y) es una distribucién categérica (ya que y es una etiqueta de clase),
mientras que cada distribucion p(z,|y) dependerd de la naturaleza de la variable aleatoria .
Para realizar clasificacion, este modelo calcula la posterior p(y | z) mediante la regla de Bayes y
elige la clase mas probable.

2.1.3.3. Cadenas de Markov

Cuando las variables del modelo, (z, ..., z7), tienen un comportamiento o interpretacién secuen-
cial, es usual considerar ciertas hipdtesis de causalidad o independencia temporal. Una familia de
modelos simples pero muy ttiles en la préctica son las cadenas de Markov (de primer orden),
las cuales asumen que el futuro es independiente del pasado si se conoce el presente, es decir:
p(zpyy |21, 2y) = p(244q | 2,). En consecuencia, este tipo de modelos factoriza la distribucién

conjunta como
T—1
p(z) = p(ay) [] p(eees [2,) (11)
t=1

Dada la forma en la que se van generando las muestras segin el algoritmo de ancestral sampling,
a este tipo de modelos también se les dice autorregresivos de primer orden. Una eleccion

12



Fernando Fétis Redes bayesianas y paradigmas generativos modernos

usual, y que muchas veces es asumida sin siquiera mencionarlo, es considerar que la cadena de
Markov es homogénea, es decir, p(z,,4 ‘ z,) es independiente de ¢ para todo ¢t € {1,...,T — 1}
(lo que puede verse como una forma de parameter tying). En este caso, si ademés cada variable
(@1, ...,zp) es discreta, el kernel de transicién p(z, ., ’xt) puede ser guardado en una matriz
estocastica, llamada matriz de transicién: B; = p(z, = j|z, = i) = p(x,,, = j|z, = i), para
todo t € {1,...,T — 1}. El DAG asociado a una cadena de Markov es el siguiente:

{1 > To —> ... —> T

Figura 4: DAG asociado a una cadena de Markov.

La condiciéon de Markov se puede generalizar a un orden k € N, donde cada variable depende
de las k variables anteriores, lo cual se representa con la hipdtesis de independencia p(z,,4 |
Ty, @y) = D(Tyyq "thk-i—la ..;Z;). En particular, si se estdn modelando secuencias de texto,
cuando k =1 al modelo se le suele llamar bigrama y para k =2 se le llama trigrama. En
general, se les llama (k + 1)-grama a los modelos de Markov de orden k que modelan secuencias
de texto utilizando k4 1 gramas (unidad bésica de texto, como una letra o una palabra). En
el caso extremo k = 0, donde todos los tokens son independientes (pensar, por ahora, un token
como una palabra dentro de un texto), el modelo se llama unigrama o bag-of-words (BoW).
El otro caso extremo, k=T, corresponde a no realizar ninguna hipdtesis de independencia,
recuperando la regla de la cadena.

Por otro lado, los procesos forward y backward asociados a los modelos de difusién son cadenas
de Markov, al igual que los flujos normalizantes. En general, la forma relativamente simple
que tienen las cadenas de Markov para modelar procesos secuenciales permite poder usarlas en
una amplia cantidad de casos, por lo que este tipo de procesos suelen ser estudiados de forma
especializada.

2.1.3.4. Modelos de Markov ocultos

Los modelos de Markov ocultos (HMM) son, al igual que las cadenas de Markov, redes bayesianas
utiles para modelar secuencias de variables x = (zq,...,xp). La principal diferencia es que
los HMM asumen la existencia de una cadena de Markov latente, z = (zq, ..., z), la cual va
generando las observaciones visibles z = (x4, ..., z7), donde cada elemento z, generado depende
unicamente de la variable latente z,. Es decir:

p(ev2) =) [ ol | 2) [ [ oo 2) (12)

En esta factorizacion, p(z;) es la distribucién inicial sobre los estados latentes, p(z; | z,_;) es el
kernel de transicion entre los estados latentes y p(z,|z,) es la distribucién de emisién, la
cual modela cémo cada estado latente genera su respectiva observacién. El DAG asociado a un
HMM es el siguiente:

13
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21— 29— - — 2T

m]. mz ° o o a’;T

Figura 5: DAG asociado a un modelo de Markov oculto.

Si bien los HMMs se pueden usar en diversos campos, en NLP es usual ver este tipo de modelos
en tareas de etiquetado de secuencias de texto como POS tagging (busca etiquetar cada palabra
con su categorfa gramatical como sustantivo o verbo) y NER (busca identificar palabras que
son entidades como personas o lugares), donde es necesario asignarle una clase a cada uno de
los tokens del texto a analizar. Por otro lado, si bien este tipo de modelos podria usarse para
generacion de texto, la independencia condicional entre los tokens z, ..., zp no permitiria generar
frases con mucho sentido.

2.2. Modelos generativos modernos

2.2.1. Formulacion naive

Muchos de los modelos generativos actuales estan basados en redes neuronales entrenadas para
aprender a aproximar una distribucién desconocida py,, () utilizando tinicamente un conjunto
de entrenamiento, D = {xl, - :vK}, donde (se asume que) cada muestra z* € RP fue generada
de manera independiente a partir de pg,,(«). Una forma directa de hacer esto es considerar
la distribucion empirica, la cual le asigna una masa uniforme tunicamente a las muestras
observadas en el entrenamiento. Es decir, la funcién de masa de la distribucién empirica es

po() = 25> (), (13)
k=1

q —rk
donde 4, () := {(1) S »=" es la medida de Dirac centrada en la muestra z* € RP.

Sin embargo, esta distribucion es poco 1til para ser usada en un proceso generativo ya que solo
asigna masa a las muestras observadas en el conjunto de entrenamiento 2, lo que no permite
variabilidad en la generacion mas allé de este conjunto. Una posible regularizacién a este enfoque
consiste en utilizar kernel density estimation (KDE), lo cual puede verse como una version
suavizada de la distribucion empirica. Si X' : R — R, es un kernel de densidad (i.e., una
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funcién de densidad con E,,_ 4 [z] = 0), entonces la distribucién que entrega KDE es un promedio
de estos kernels centrados en cada una de las muestras en D:

KDE(z) = %Z%(m—xk) (14)
k=1

La funcion z — X (x — xk) suele interpretarse como una versién suave de la medida de Dirac,
@+ 6, (z), debido a que X (z —:Ek) suele entregar masa a los vecinos de z* (generalmente

decayendo a medida que se alejan de x*), mientras que . (z) concentra toda su masa en x*.

En las siguientes figuras se pueden ver ejemplos de KDE para D =1 (izquierda) y D =2
(derecha). En ambos casos, 2 estd formado por 5 puntos generados al azar sobre el intervalo
[0, 1] (izquierda) y sobre el cuadrado [0, 1] x [0,1] (derecha). El kernel usado en ambos casos es

un kernel gaussiano, X' (z) = ﬁ exp(— ”;h”j) (con h > 0 un hiperparametro), el cual permite

colocar una campana gaussiana en cada uno de los puntos de 2D, de forma similar a como ocurre
en una mixtura gaussiana con prior uniforme. Dado que el kernel depende tinicamente de la
cantidad r =|| z ||, este kernel también se suele llamar kernel de base radial (RBF kernel) ya
que, como se observa en el mapa de calor, genera curvas de nivel circulares.
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1.25 1

1.00 +

p(x)

0.75

0.50

0.25

0.00 ® o ® & o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 6: KDE en D = 1.

o (Codigo para generar la figura.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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def gaussian kernel(x, xi, bandwidth):
return np.exp(-0.5 * ((x - xi) / bandwidth) ** 2) / (np.sqrt(2 * np.pi) *
bandwidth)

def kde(data, x grid, bandwidth=0.1):
return np.mean([gaussian kernel(x grid, xi, bandwidth) for xi in datal,
axis=0)

data = np.random.rand(5)

X = np.linspace(0, 1, 100)
density = kde(data, x)

plt.plot(x, density)

plt.plot(data, np.zeros like(data), 'o')
plt.xlabel('x")

plt.ylabel('p(x)")

plt.show()
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Figura 7: KDE en D = 2.
o (Codigo para generar la figura.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def gaussian kernel(x, y, xi, yi, bandwidth):
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return np.exp(-0.5 * (((x - xi) ** 2 + (y - yi) ** 2) / bandwidth ** 2)) / (2
* np.pi * bandwidth ** 2)

def kde(data, x grid, y grid, bandwidth=0.2):
density = np.zeros like(x grid, dtype=float)
for xi, yi in zip(data[0], data[l]):
density += gaussian kernel(x grid, y grid, xi, yi, bandwidth)
return density / len(data[0])

data = np.random.rand(2, 5)

x _grid, y grid = np.meshgrid(np.linspace(0, 1, 100), np.linspace(0, 1, 100))
density = kde(data, x_grid, y grid)

plt.imshow(density, origin='lower', extent=[0, 1, 0, 1], cmap='viridis',
aspect="auto"')

plt.colorbar(label="'Densidad"')

plt.scatter(data[0], data[l], c='red',6 s=30)

plt.xlabel(r'$x 1$")

plt.ylabel(r'$x 2$")

plt.show()

En ambos casos, el hiperpardmetro h > 0 (asociado a la desviacién estandar en una distribucién
gaussiana) determina a qué velocidad decae la densidad en RP a medida que las posibles muestras
se alejan de las muestras observadas en 2D: un valor h pequeiio puede capturar con precisién
variaciones locales, pero puede producir overfitting al poder capturar también el ruido en las
muestras, mientras que un h mas grande, si bien genera una densidad mas suave, pero puede
producir underfitting al limitarse a distribuciones de baja frecuencia.

2.2.2. Paradigmas generativos actuales

Si bien KDE puede funcionar bien en baja dimensién, sufre de la maldicién de la dimensionalidad,
por lo que no se puede utilizar en contextos como generacién de texto o imagenes. Mas atun,
no es claro cémo utilizar este enfoque para tareas mas complejas como edicién de imagenes o
chatbots. En consecuencia, hay que buscar enfoques més robustos, como aquellos basados en
verosimilitud o que se haya probado que, al menos en la practica, funcionan bien. Dentro de esta
familia de modelos, se encuentran los 6 paradigmas mencionados en la introduccién. A excepcién
de los modelos basados en energia, todos estos paradigmas pueden verse como un tipo especifico
de red bayesiana:

2.2.2.1. Modelos autorregresivos (ARMs)

Este tipo de modelos se suele utilizar para modelar la generacién de secuencias temporales.
Si ¢ = (xq,...,xp) es una secuencia de variables (se asumird T fijo por simplicidad, pensado
como un largo de secuencia méximo), la red bayesiana asociada a un ARM corresponde a
factorizar la distribucién conjunta siguiendo la regla de la cadena y no asumir, en principio,
ninguna independencia (aunque impone como orden topoldgico del grafo al orden temporal de
las variables):
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T-1

p(z) = p(z) Hp(xt+1 |1’17 ---,-Tt) (15)

t=

El DAG que representa esta red bayesiana es el siguiente:

\ 4

T > Lo —> ... —> T

Figura 8: DAG asociado a un modelo autorregresivo.

Hasta hace no mucho tiempo, las distribuciones condicionales p(z, ’ Ty,...,z,) solian ser
aprendidas usando redes neuronales recurrentes como la LSTM o la GRU. Sin embargo, hoy en
dia es mas usual el uso de arquitecturas tipo Transformer debido a sus ventajas de paralelizacion
y memoria temporal. Por otro lado, el hecho de no tener variables ocultas permite entrenar estos
modelos usando el criterio de maxima verosimilitud, lo cual deja de ser posible en los siguientes
paradigmas (al menos de forma exacta).

2.2.2.2. Autoencoders variacionales (VAES)

Esta familia de modelos formula el proceso generativo como un modelo de variable latente,
p(z,z) = p(z) p(x| 2), con la particularidad de que al mismo tiempo también aprenden otro
modelo ¢(z|x) que es entrenado para estimar la distribucion posterior p(z|z). Si bien estos
modelos no pueden ser optimizados usando el criterio de maxima verosimilitud (debido a que
se vuelve intratable en modelos complejos), el uso de estos dos modelos permite encontrar una
funcién de costo robusta, llamada ELBO, la cual si se puede calcular de manera eficiente para
el entrenamiento. Los DAGs de un VAE son los siguientes:

r —> Z Z — > T

Figura 9: DAGs asociados a un VAE.

Los pardmetros de la distribucién condicional p(x | z) (que genera una muestra x a partir de un
valor de la variable latente z) suelen ser aprendidos por una red neuronal, llamada decoder, la
cual recibe como entrada el valor de la variable latente z € RE. Por otro lado, los pardmetros de
la distribucién condicional g(z|x) (que recupera la variable latente z a partir de una muestra
observada z) suelen ser aprendidos por otra red neuronal diferente, llamada encoder, la cual
recibe como entrada una muestra z € R”. Considerando que usualmente se utiliza L <« D, este
tipo de modelos tiene forma de autoencoder, de donde viene su nombre. La parte variacional
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tiene que ver con su funcién de costo, la cual resulta ser una cota inferior de la log-verosimilitud

que se obtiene usando inferencia variacional.

2.2.2.3. Redes generativas adversarias (GANs)

Las GANs también son modelos de variable latente de la forma p(z,z) = p(z) p(x | 2) solo que,
a diferencia de los VAEs que ademads incluyen un encoder, este tipo de modelos incluye un
clasificador externo, q(y|x), que es desechado después del entrenamiento. La idea principal de
una GAN es que el clasificador ¢(y | ) aprenda a reconocer si una muestra dada, € RP, es una
muestra artificial (y = 0) generada desde p(z | z) o si es una muestra real (y = 1) generada desde
la distribucién desconocida py,, (). De este modo, mientras el clasificador es entrenado para
esta tarea, el generador es entrenado para enganar al clasificador (i.e., busca que identifique las
muestras generadas desde p(x | z) como reales), lo que genera como consecuencia que el generador
aprenda a imitar muy bien las muestras que se generan desde pg,;,(x). Los DAGs asociados a
una GAN son muy similares a los de un VAE:

Z —> X r vy

Figura 10: DAGs asociados a una GAN.

En este caso, al modelo p(z|z) se le llama generador (no se usa la interpretacién encoder-
-decoder), mientras que al clasificador g(y | z) se le suele llamar discriminador.

2.2.2.4. Modelos de difusion (DMs)

Este tipo de modelos esta compuesto por dos distribuciones distintas. Una primera distribucién
(fija) inyecta ruido de manera progresiva a muestras de py,,(z) hasta llegar a una imagen de
puro ruido. Dado que el ruido se va inyectando directamente sobre la imagen ruidosa anterior,
este proceso de destruccién de informaciéon puede ser expresado como una cadena de Markov:

|

q(:E,Zl,...,Z pdata Hq 2t |Zt 1 (16)
t=1

donde ¢(z; | z,_;) (con z, = z) son transiciones ruidosas tales que p(zy) ~ N(0,I5). Al mismo
tiempo, otra red bayesiana es entrenada para aprender a deshacer el proceso de inyecciéon de
ruido. Esta red bayesiana, cuyos pardmetros son aprendidos por una red neuronal, también es
una cadena de Markov pero hacia atrds en el tiempo (ya que busca revertir la cadena de Markov
que inyecta el ruido):

S

p(x7zlv"'va) :p(zT)Hp(zt—l |Zt)a (17)

t=1

donde p(zp) ~ N(0,Ip) es el nodo raiz de esta red bayesiana. Los DAGs asociados a ambos
modelos graficos son los siguientes:
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T > Tg > ... —> TT

T [« 2y «— ... «—— xT

Figura 11: DAGs asociados a un modelo de difusion.

Una vez se tiene entrenada la red neuronal para p(z,zq, ..., zr), se puede generar una nueva
muestra comenzando con una muestra generada desde p(zp) ~ N(0,I,) y aplicando el proceso
de denoising aprendido para llegar a una muestra z € R”, la cual deberia parecerse a una muestra
de pyata () si el modelo de difusién fue bien entrenado.

2.2.2.5. Flujos normalizantes (NFs)

El paradigma de los flujos normalizantes modela una distribucién de probabilidad p(z | z)
mediante la transformacién de una variable aleatoria simple y bien conocida z a través de una
serie de funciones invertibles y diferenciables. La red bayesiana asociada a estos modelos puede
verse, al igual que los modelos anteriores, como un modelo de variable latente p(z, z) = q(2) p(z |
z), donde la distribucién p(z | z) es determinista, es decir, z = f(z), cuando se conoce el valor
de z ~ q(z). Dado que la transformacién se considera invertible y de inversa diferenciable (i.e.,
f es un difeomorfismo), el teorema de cambio de variable permite obtener la densidad p(x) a
partir de la densidad ¢(z):

p(x) = q(f7'(x)) [det(D, £~ ()] (18)

Por lo general, la transformacién f: RP — RP se construye componiendo varias transforma-
ciones mas simples, f(z) = (fy oo f1)(2), por lo que el jacobiano D, f~'(z) € Mp p(R) se
puede descomponer, de acuerdo a la regla de la cadena (para derivadas), como el producto de
varios jacobianos individuales.

El DAG asociado a un modelo basado en flujos normalizantes se puede ver, dependiendo de la
direccion temporal que se elija, de dos formas distintas:
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T > Tg > ... —> TT

T [« 2y «— ... «—— xT

Figura 12: DAGs asociados a un modelo de flujos normalizantes.

Por tdltimo, es importante notar que cada paradigma utiliza un enfoque distinto para resolver
el problema de aprender una distribucién desconocida, cada uno aprovechando suposiciones
e hipétesis de independencia distintas, lo cual le otorga a cada enfoque propiedades tnicas,
tanto en su forma de entrenar, como en el tipo de generacién que realiza. Por otro lado, es
interesante mencionar que todos los modelos tienen, de un modo u otro, alguna conexiéon con
la fisica termodindmica: los ARMs usan la idea de temperatura para controlar la diversidad
en la generacién; los VAEs y los DMs entrenan una cantidad llamada ELBO, la cual puede
relacionarse con la energia libre de Helmholtz; y los EBMs se basan en escribir la funcién de
densidad como una distribucién de Boltzmann y modelan directamente una funcién de energia.

2.2.3. Modelos generativos condicionales

Hasta el momento, todos los modelos generativos han sido formulados para aprender una distri-
bucién p(x) que aproxime bien a otra distribucién desconocida, pg,, (). Sin embargo, en muchos
casos practicos se dispone de informacién adicional que se quiere que influya en la generacién
de los datos. Esto da lugar a los modelos generativos condicionales, donde en lugar de
modelar una distribucién incondicional p(z), se modela una distribucién condicional p(z | y), con
y representando una variable observada que actiia como entrada adicional al modelo y que busca
modificar el comportamiento de la distribucién. Este tipo de condicionamiento es el que permite
generar imégenes dada una descripcién o conversar con un chatbot (en vez de generar texto
libre). En estos casos, a la condicién y se le suele llamar prompt.

Los modelos condicionales, junto a la capacidad de multimodalidad (esto es, procesar varias
modalidades: texto, imagenes, sonido, videos, etc.), permiten resolver algunas tareas que parecen
dificiles (o hasta imposibles) de resolver con otros enfoques mas clésicos, por ejemplo:

o Traduccién de texto: la arquitectura Transformer [1] (y otras arquitecturas seq2seq [2])
son disefiadas para aprender un modelo condicional p(z|y) que es capaz de traducir un
texto de entrada y a otro idioma (texto de salida z). En la arquitectura Transformer el
texto es codificado mediante un mecanismo de auto-atencién, mientras que la informacién
condicional es inyectada al modelo mediante un mecanismo de atenciéon cruzada.
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o Generacién de imagenes a partir de texto: modelos como DALL-E [3] y Stable
Diffusion [4] permiten generar imagenes a partir de descripciones textuales. En este caso,
los modelos aprenden una distribucién condicional p(x |y) donde z es la imagen generada
e y es el texto dado como entrada (prompt). En el caso de DALL-E, p(x|y) es modelado
por un modelo autorregresivo, mientras que en Stable Diffusion, p(x |y) es modelado por
un modelo de difusion. El éxito de los modelos de difusion llevé a OpenAl a cambiar a este
paradigma para disenar DALL-E 2 [5] y DALL-E 3 [6].

o Traduccién y modificacién de imégenes: modelos como pix2pix [7] y CycleGAN [§]
(ambos modelos tipo GAN) o FLUX.1 Kontext [9] (modelo de flow matching) permiten
realizar tareas sobre imagenes como colorizacion de imégenes en escala de grises e inpainting
(imputacién de pixeles, por ejemplo, para corregir detalles estéticos). En todos estos casos,
x es la imagen generada e y es la imagen de entrada. De forma similar se pueden modelar
otras tareas como super-resolucion.

o Automatic speech recognition (ASR): modelos como Whisper [10] (modelo tipo
Transformer que procesa secuencias de audio en vez de secuencias de texto) permiten
transcribir grabaciones de voz modelando una distribuciéon condicional p(z |y), donde y es
una pista de audio y x es una secuencia de texto. La tarea inversa, la cual consiste en
modelar p(y | z), permitiria resolver la tarea de generar un audio de voz a partir del texto
que se debe hablar en el audio.

En este tipo de modelos, la generacién de nuevas muestras depende explicitamente del valor
del factor condicionante y, el cual es necesario para controlar y dirigir el proceso de generacién
dependiendo de qué valor se entregue como entrada adicional al modelo. Por otro lado, es
importante notar que cualquier red bayesiana incondicional, p(z{, ...,z ) = Hfj: Pz, | Pa(z,)),
puede ser transformada en una red bayesiana condicional, agregando y a cada uno de los factores:

N
p(@y; 2y |y) = H n | Pa(z,),y) (19)

Mas atin, dado que cada factor p(z,, | Pa(x,,)) suele ser aprendido por una red neuronal (cuya
entrada son los valores de las variables aleatorias Pa(z,)), la misma arquitectura neuronal
usada para aprender (los pardmetros de) p(z,, | Pa(z,,)) suele ser adaptada para aprender (los
pardmetros de) la distribucién condicional p(z,, | Pa(z,,),y). Para esto, basta modificar la red
neuronal para poder inyectar, de algiin modo, el valor de y en el input. Una forma facil y que
muchas veces funciona es concatenar el valor de y al resto de entradas de la red neuronal, aunque
también es posible utilizar mecanismos més complejos. Por ejemplo, Stable Diffusion inyecta el
prompt al proceso de generacion utilizando un mecanismo de atenciéon cruzada, mientras que la
arquitectura DiT [11] (Diffusion Transformer) inyecta la condicién mediante moduladores tipo
FiLM [12].

Esta facilidad para transformar una arquitectura incondicional en una arquitectura condicional
ha permitido un rapido desarrollo de los modelos generativos multimodales (MLLMs). Encon-
trando formas eficientes de representar imégenes como vectores (o tensores de algin rango
mayor), un modelo de lenguaje como GPT 4 puede ser transformado a un modelo que permita
recibir adicionalmente imagenes como entrada, al igual que, por ejemplo, el modelo GPT 4o.
De forma anéloga se puede condicionar cualquier modelo generativo basado en redes neuronales
con respecto a otras modalidades como video, temperatura, movimiento, etc., siempre y cuando
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se conozca una forma eficiente de inyectar la informacién condicional en la red neuronal. A la
representacion vectorial de una entrada en alguna modalidad especifica se le suele llamar vector
de embedding, mientras que al modelo que transforma dicha modalidad en una representacion
vectorial se le suele llamar modelo de embedding o capa de embedding en el caso de estar
dentro de un modelo méas grande.

Para mayor simplicidad, por lo general se considerardn modelos generativos incondicionales al
momento de formular los distintos paradigmas, pero siempre hay que tener en cuenta que el
enfoque utilizado actualmente (basado en redes neuronales) permite anadir condiciones adicio-
nales al modelo gréafico como entradas adicionales a las redes neuronales sin mayor complejidad.
Mas atn, por lo general uno siempre desea tener un modelo generativo condicional ya que no
suele ser suficiente tener un modelo que genere objetos (e.g., imdgenes o texto) de forma libre,
sino que se busca poder guiar el proceso de generacion (e.g., mediante un prompt) para obtener
resultados ttiles para el usuario final.

Por ltimo, es importante notar que para construir un modelo generativo condicional es necesario
aprender una distribucién p(z|y) (que se puede considerar como el opuesto bayesiano de un
clasificador), por lo que es necesario, al igual que en el caso supervisado, tener pares condicién-
-muestra para el entrenamiento (aunque no siempre; algunos modelos condicionales siguen un
enfoque autosupervisado). Sin embargo, la obtencién de estos datos etiquetados muchas veces
es mas facil que en un clasificador clasico. Por ejemplo, para obtener un dataset de imagenes
con texto descriptivo, se pueden obtener los captions a partir del texto alternativo de imagenes
sacadas de internet.

2.2.3.1. Relacion con los modelos discriminativos

Por lo general, un curso cldsico de machine learning o deep learning se enfoca principalmente
en estudiar tépicos de aprendizaje supervisado donde, por ejemplo, una red neuronal aprende
a discriminar a partir de multiples ejemplos etiquetados. Es decir, el modelo aprende una
distribucién condicional p(y | ) que aprende a reconocer el grupo al que pertenece una muestra.
Por esto, a este tipo de modelos se les llama modelos discriminativos.

Dado un modelo generativo p(z,y), siempre es posible, al menos en teoria, obtener un modelo

discriminativo considerando que p(y | z) = %

discriminativa (e.g., un clasificador), por lo general se obtiene un mejor desempeiio entrenando

. Sin embargo, si la tarea objetivo es de tipo

directamente un modelo p(y|x) en vez de adaptar un modelo generativo p(z,y) a su versiéon
discriminativa. Esto es esperable ya que ambos enfoques siguen paradigmas de entrenamiento
distintos, donde los modelos discriminativos son entrenados precisamente para rendir bien en la
tarea de clasificacién. Por otro lado, un modelo discriminativo p(y | z) solo se enfoca en aprender
a clasificar objetos en categorias predefinidas, sin modelar la estructura subyacente de los datos
mediante el aprendizaje de la distribucién p(z). En cambio, un modelo discriminativo obtenido a
partir de un modelo generativo aprende ambas distribuciones al aprender la distribucién conjunta
p(x,y). En consecuencia, los modelos generativos suelen tener un mejor entendimiento del mundo
que los modelos discriminativos, ya que un modelo discriminativo no puede, por ejemplo, generar
nuevas muestras a partir de una clase determinada. Ademaés, los modelos discriminativos pueden
ser vulnerables a ataques adversarios, donde se ha demostrado que pequeiias modificaciones
en la entrada pueden cambiar totalmente la prediccion. En cambio, un modelo discriminativo
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obtenido a partir de uno generativo podria ser mas robusto a estas perturbaciones. Més atin, en
problemas de aprendizaje semisupervisado, donde hay pocos ejemplos etiquetados y muchos sin
etiquetar, los modelos generativos pueden ser tutiles para mejorar el clasificador final.

Otra observacién importante es que hasta hace no muchos afios, los principales avances en deep
learning (e.g., AlexNet, ResNet y EfficientNet) correspondian a modelos usados para aprendizaje
supervisado, ya que se daba por hecho que las tareas generativas estaban limitadas solo a los
humanos. Sin embargo, en los ultimos diez anos, el mayor progreso ha estado dominado por los
modelos generativos, los cuales son, usualmente, de naturaleza no supervisada. Parte de este
rapido desarrollo es gracias a las técnicas desarrolladas en modelos discriminativos, las cuales
han sido adaptadas a modelos generativos. Dentro de estas técnicas se encuentran muchas de
las mejoras en arquitecturas neuronales (e.g., ReLU, bloques residuales, dropout, BatchNorm),

pero también se encuentran mejoras en los frameworks y en el hardware usado.

2.2.4. Modelos de variable latente

En el ejemplo inicial, todas las variables del modelo pueden ser observadas (es decir, ademés
de conocer sus distribuciones, se puede conocer el valor que toman), por lo que se dice que el
modelo es completamente observable. Sin embargo, en modelos probabilisticos mas complejos,
es comun que algunas variables del sistema no sean directamente observables, sino que sean
variables latentes (también llamadas variables ocultas), las cuales se suelen considerar como
variables ficticias que influyen sobre las variables observadas, permitiendo, ademas, explicar la
variabilidad de los datos observados. A modo de ejemplo, las imdgenes del dataset CelebA [13]
(dataset de imédgenes de caras) se representan como vectores de dimensién D = 178 x 218 x 3 =
116 412. Sin embargo, uno puede hipotetizar que las imagenes fueron generadas transformando
una variable aleatoria oculta (que vive en un espacio de dimensién L < D) al espacio ambiente
RP. Este espacio latente podria ser un conjunto de variables més primitivas como el sexo de la
persona en la fotografia, su color de pelo, el color de sus ojos, su color de piel, si usa lentes o no,
si usa sombrero, etc., y las distintas imagenes que se puedan obtener una vez se definen estas
variables latentes vienen dadas por la aleatoriedad del proceso de generacién.

El uso de modelos de variables ocultas se suele justificar mediante la manifold hypothesis,
la cual propone que los datos observados viven en un espacio ambiente de alta dimensién, RP,
pero que realmente provienen de un espacio (méas precisamente, una variedad diferenciable)
de menor dimensién, RE. La hipotesis de la variedad es una hipdtesis bastante aceptada (con
evidencia empirica) y permite, entre otras cosas, explicar la aparente ausencia de la maldicién
de la dimensionalidad (a.k.a. efecto Hughes) al entrenar redes neuronales. Por otro lado, el uso
de los modelos de variable latente permite construir formas ingeniosas de formular distintos
enfoques generativos, los cuales muchas veces no tienen relacion entre si mas que ser modelos
de variable latente. Por ejemplo, las GANs y los VAEs son dos tipos de modelo generativo
de variable latente que funcionan de manera muy diferente. Cada uno de estos paradigmas, al
ser entrenados bajo criterios distintos, pueden aprender comportamientos y patrones distintos,
incluso si son entrenados sobre un mismo conjunto de datos. Por ejemplo, en el caso de las GANs
y los VAEs, se observa que las GANs son buenas generando de forma clara los bordes de los
objetos, mientras que los VAEs generan bordes méas borrosos. Sin embargo, las GANs tienen
dificultades para aprender muestras con mayor variabilidad, mientras que los VAEs son capaces
de capturar mejor el soporte de la distribucion desconocida pg,, () que se busca aproximar.
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En la siguiente figura se ve el dataset swiss roll [14], el cual serd usado en todas las implementa-
ciones iniciales (excepto en los ARMs) para introducir cada uno de los paradigmas generativos.
En linea con la hipdtesis de la variedad, se observa que, si bien las muestras viven en el espacio
ambiente R3, estas siguen una estructura que pareciera poder explicarse, al menos de forma
aproximada, con solo dos grados de libertad.
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Figura 13: Swiss roll [14].
e (Cbdigo para la figura.

import matplotlib.pyplot as plt
from sklearn.datasets import make swiss roll

X, = make swiss roll(10000, noise=0.1)

fig = plt.figure(figsize=(8, 6))

ax = fig.add subplot(111l, projection='3d")
ax.scatter(x[:, 0], x[:, 11, x[:, 2], s=1)
ax.view init(elev=10, azim=110)
ax.xaxis.pane.fill = False
ax.yaxis.pane.fill = False
ax.zaxis.pane.fill = False

ax.set xlabel(r's$x 1$')

ax.set ylabel(r's$x 2$"')

ax.set zlabel(r's$x 3$"')

ax.grid(False)

plt.show()
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Mas en general, se han encontrado dimensiones intrinsecas para algunos datasets clédsicos, lo
que valida empiricamente la hipétesis de la manifold. Por ejemplo, para el dataset MNIST se
ha probado experimentalmente que su dimensién intrinseca es cercana a 12, lo cual es conside-
rablemente menor que la cantidad de pixeles de las imagenes de este dataset, donde D = 728.
Por otro lado, en los casos donde la hipdtesis de la variedad no se cumple (o donde no existe
realmente una variable latente), el considerar un modelo de variable latente no perjudica la
formulacién ya que si el modelo real desconocido no fuese de variable latente, siempre se puede
terminar aprendiendo que x L z, es decir, p(z | z) = p(z).

Vista como una red bayesiana, la distribucién conjunta de un modelo de variable latente se
factoriza de forma causal como p(z, z) = p(z) p(z | z), donde p(z) es el prior (se llama asi ya que
no esté condicionado a nada) sobre la variable latente z y p(z | z) es la distribucién condicional
de los datos observados dado el valor de la variable latente z (que no es lo mismo que la marginal
p(z) = fRL p(z, z)d z). En estos casos, el modelo p(z | z) se interpreta como un modelo generador,
dada una semilla inicial z, por lo que también se le conoce como decoder. Es importante notar
que z € RP estd representando todas las variables observables unidas en una tnica variable
con el fin de simplificar la notacién. Por ejemplo, para un modelo que modifica una imagen de
acuerdo a una descripcion, x podria ser un vector formado por algin embedding de la imagen
original y del texto con las instrucciones de edicién. El mismo principio aplica para z € R, por
lo que a z se le puede decir la variable latente o las variables latentes.

Por otra parte, a excepcién de los modelos autorregresivos (usados en texto) y los modelos
basados en energia (ya no tan usados en TA generativa, al menos en su versién original), todos los
paradigmas generativos modernos son modelos de variable latente, por lo que es necesario hacer
hipotesis sobre la distribucién prior p(z). Por lo general, es usual considerar p(z) ~ N(0,1;)
ya que funciona bien al desarrollar la matemaética de los distintos modelos y, ademas, es una
distribucion desde la que es facil generar muestras. Esto tltimo es una propiedad importante
ya que practicamente todos los modelos de variable latente (como las GANs, los VAEs o los
modelos de difusién) funcionan generando una muestra latente inicial z ~ p(z) y luego generan
una nueva muestra (e.g., una imagen) utilizando el valor de z en la distribucién p(z | z). Ademas,
al estar considerando una matriz de covarianzas diagonal en p(z) ~ N (0,1;), se estd imponiendo
explicitamente que todas las coordenadas de la variable latente sean independientes entre si,
lo cual no es raro si se interpretan las variables latentes como el conjunto de caracteristicas
esenciales que poseeran las muestras que se generen desde p(z | z).

Desde el punto de vista de la generacion en modelos de variable latente, se observa que el
algoritmo de ancestral sampling si entrega muestras de la distribucién marginal p,(z) ya que

po(z) = / po(e] () = = By fpp(a] ) (20)

por lo que se puede ver el sampling z ~ p(z) — = ~ p(z|z) como una aproximacién de Monte
Carlo (con una tinica muestra) de la esperanza E, ) [py(z | 2)].

A continuacion se revisaran algunas de las ventajas que poseen los modelos generativos basados
en variable latente.
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2.2.4.1. Reduccion de la dimensionalidad

Si bien el proceso generativo de un modelo de variable latente es de la forma z — p(z|z),
es posible considerar la direccién opuesta, x — p(z|x), con el fin de recuperar la informacién
primitiva que generé una muestra x € RP. Esta distribucién posterior p(z | ) puede interpretarse
como una representacion (estocdstica) mas compacta de x, la cual muchas veces es interpretable
o tutil. Por ejemplo, si p(z) es una distribucién que genera imagenes aleatorias de circulos de
color negro con una resolucion de D = 256 x 256 = 65536, el proceso de generacién se podria
reducir a una variable latente z en R3 que genera ternas (r, h, k) con 7 > 0 indicando el radio
del circulo y (h, k) € R? las coordenadas de su centro. Con esto, la distribucién generadora p(z |
z) puede ser la funcién determinista que grafica el respectivo circulo y genera la imagen.

La tarea de aprender buenas representaciones latentes se denomina representation learning
y puede ser vista como una forma robusta de hacer reduccién de dimensionalidad. Por ejemplo,
el modelo Stable Diffusion [4] de Stability AI entrena un modelo de variable latente (tipo VAE)
para luego poder entrenar otro modelo generativo mds potente (tipo difusién) en el espacio
latente del modelo anterior. Esta técnica de aplicar un modelo generativo (e.g., difusién) en
el espacio latente de otro modelo (e.g., un VAE) es usada practicamente en todos los modelos
generativos de variable latente que hay hoy en dia ya que permite disminuir el costo y tiempo de

entrenamiento considerablemente al poder trabajar con representaciones de menor dimension.

2.2.4.2. Interpolacion semantica en el espacio latente

La representacién latente p(z | z) de una muestra z € RP, aparte de actuar como una represen-
taciéon més compacta de x, suele ser semanticamente mas rica que la representacién original,
en el sentido que es posible desplazarse en el espacio latente para cambiar algunas propiedades
semanticas de la muestra, entregando una forma de interpolaciéon semantica entre dos objetos.

Sizy,x, € RP son dos imagenes, una tarea natural es querer interpolar entre estas dos iméagenes,
realizando una transicion suave de una imagen a otra. Un enfoque naive es interpolar linealmente
en el espacio de pixeles, donde se considera como imagen interpolada a x, = tz, + (1 —t)z,,
para t € [0,1]. Esta interpolacién consiste en ir desplazando cada pixel a lo largo de la recta que
unen los pixeles homologos en las imagenes z, y x;. Sin embargo, dado que los valores de los
pixeles representan los colores de la imagen, esta interpolacion es una interpolacion lineal entre
la intensidad de color de cada pixel individual, los cuales no contienen informaciéon seméntica
acerca de la imagen, por lo que la imagen interpolada, x, € R”, suele ser una imagen sin mucho
sentido.

Un enfoque que funciona mejor consiste en utilizar un modelo generativo de variable latente,
p(z,z) = p(z) p(x| z). De este modo, si una funcién z — z = encoder(z) genera una muestra
desde la distribucién posterior p(z|z) (distribucién obtenida, por ejemplo, usando la regla de
Bayes), se pueden obtener representaciones latentes de z, y ; mediante z, = encoder(z,) y z; =
encoder(z,) respectivamente. Con estas representaciones, se puede realizar una interpolacién
en el espacio latente del modelo generativo mediante z, = tz; + (1 —t)z, € RE. Luego, si z
x = decoder(z) genera una muestra desde la distribucion p(z | z), entonces x, = decoder(z,) €
RP es una imagen interpolada pero en el espacio latente de las imagenes oy ;. Dado que el
espacio latente suele estar asociado a atributos especificos de las muestras que se generaran, la

interpolacién en el espacio latente suele ser mucho mas natural que la interpolacién obtenida en
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el espacio de pixeles debido a que resulta ser una interpolacién de propiedades esenciales de las
muestras a generar y no solo una interpolacién pixel a pixel. Por otro lado, si bien se podrian
realizar otro tipo de interpolaciones en el espacio latente (e.g., slerp), la interpolacién lineal suele
ser suficiente. De hecho, algunos estudios han probado empiricamente que la variedad latente
aprendida por los modelos de variable latente a menudo tiene una curvatura cercana a cero,
por lo que se asemeja a un espacio euclidiano, donde la interpolacion lineal es el método de
interpolacién natural.

En la siguiente imagen se observan interpolaciones semanticas en el espacio latente de una GAN,
donde cada fila realiza la interpolacion entre las imagenes de la primera y tultima columna:
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Figura 14: Interpolacién latente usando una DCGAN. Imagen obtenida desde [15].

2.2.4.3. Manipulacion de atributos

Otra herramienta que entrega la continuidad del espacio latente es la posibilidad de modificar
la intensidad de algtiin atributo de una muestra. Por ejemplo, en la siguiente imagen se modifica
la intensidad del atributo sonrisa de la imagen que esta en la primera columna:
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Figura 15: Modificacién de atributos usando un VAE. Imagen obtenida desde [16].

Para lograr esto, es necesario encontrar una direccién en el espacio latente que apunte hacia
donde aumenta la intensidad del atributo que se quiere destacar en la variable observable. Luego,
para una muestra x € RP se puede desplazar su representacion latente z = encoder(x) € RY en

esta direccién para aumentar (o disminuir) la intensidad del atributo en la muestra original.

Més precisamente, si £+ C RP es un conjunto de muestras que notoriamente poseen el atributo
que se busca modificar (e.g., imagenes de personas sonriendo) y X~ C RY es un conjunto de
muestras que notoriamente no poseen el atributo (e.g., imdgenes de personas serias), entonces

se pueden considerar los centroides latentes para ambos conjuntos:

1 1
2t = e Z encoder(z), z = e Z encoder(x) (21)
‘ | TeX T | | el -
De este modo, se puede considerar el vector director z, 4., = 27 — 2~ € RF como la direccién

latente asociada al atributo que se busca amplificar o aminorar. Luego, para A € R y para una
muestra z € RP generada desde p(z), se puede considerar a z,, = decoder(encoder(z) + Az, iputo)
como la muestra que aumenté (A > 0) o disminuyé (A < 0) la intensidad del atributo en la
muestra z. Este procedimiento permite trabajar con representaciones latentes interpretables, las
cuales, ademas, permiten alterar propiedades de alto nivel mediante interpolacién en el espacio
latente. Sin embargo, hoy en dia, la modificaciéon de atributos suele realizarse mediante el uso
de modelos condicionales p(x | y) que generan imagenes de acuerdo a una instruccién contenida
en y (prompt).

Por otro lado, es importante mencionar que por lo general no es posible encontrar una funcién
x = z = encoder(x) para las GANs, por lo que este procedimiento solo se puede realizar cuando
se conoce de antemano la variable latente que genera a la respectiva muestra z. En cambio,
los VAEs cuentan desde un comienzo con un modelo encoder, ¢(z|z), por lo que si es posible
realizar este tipo de interpolaciones para muestras genéricas.
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2.3. Estimacion de parametros

Dada una red bayesiana, para conocer la distribucién conjunta p(xq,...,z,) es necesario y
suficiente conocer cada uno de los factores p(z,, | Pa(z,)) que componen la factorizacién que
asume la red bayesiana, p(z, ...,Ty) = Hfj:l p(z,, | Pa(x,,)). Si bien el desarrollo realizado hasta
el momento permite considerar variables con valores desconocidos (variables latentes), siempre
se ha asumido que todos los pardmetros de las distribuciones p(z,, | Pa(z,,)) son conocidos (e.g.,
si uno de los factores p(z,, |Pa(z,)) es una distribucién gaussiana, se conocen los valores de
su media y de su varianza para los distintos valores de las variables Pa(z,,)). Sin embargo, en
los modelos de TA generativa lo usual es no conocer dichos pardmetros y solo contar con un
conjunto de muestras (dataset de entrenamiento) generadas desde la distribucién desconocida
Pdata (%1, ---s Tpy) que se busca aprender. El proceso de estimar los valores de estos pardmetros
desconocidos (lo que usualmente se logra entrenando redes neuronales) se denomina inferencia,
y la forma mas usual de hacer inferencia (puntual) es siguiendo el criterio de maxima verosimi-
litud.

De manera general, inferir es la acciéon de obtener una conclusion légica a partir de un conjunto de
premisas que se asumen como ciertas. La inferencia estadistica corresponde a realizar inferencia
sobre una distribucion a partir de un conjunto de muestras observadas, donde el objetivo mas
usual es inferir los pardmetros de la distribucién que (supuestamente) generé los datos. Dentro
de la inferencia estadistica se encuentra la inferencia bayesiana, donde se utiliza la regla de Bayes
para hacer inferencia sobre variables desconocidas. De esta forma, la inferencia bayesiana evalia
la probabilidad de que una hipdtesis sea cierta a partir de una creencia a priori sobre la hipotesis
y de un conjunto de muestras observadas, las cuales actualizan la informacién asumida por el

prior previo a la observacion.

Sobre una red bayesiana, se pueden realizar 3 tipos de inferencia bayesiana: inferencia sobre
variables no observadas (i.e., estimar el valor de variables desconocidas), inferencia sobre los
pardametros de alguna de las distribuciones p(z,, | Pa(z,,)) del grafo, e inferencia sobre el grafo
mismo (i.e., aprender la estructura del grafo), aunque esta tultima tarea de inferencia no se
trabajard. Para la tarea de inferencia sobre los valores de variables desconocidas, se puede
considerar como ejemplo un modelo de variable latente p(z,z) = p(z) p(x | z), donde se asume
que se conoce el valor de la variable observable x pero no el valor de la variable latente z. De
este modo, se puede inferir la distribucién posterior p(z | z) mediante la regla de Bayes:

p(z|z) = (22)

Notar que la distribucién marginal p(z) = fRL p(z,2)d z (o p(z) =3 p(z,2) si z es variable
latente discreta) es costosa de obtener ya que requiere integrar (sumar en el caso discreto) sobre
todos los posibles valores de la variable latente z.

En las tareas de IA generativa, la red bayesiana de cada paradigma generativo suele ser
conocida, por lo que no se debe hacer inferencia sobre el grafo. En cambio, el foco suele estar
en hacer inferencia sobre los pardametros de las distribuciones del modelo grafico, los cuales
permitiran, posteriormente, generar nuevos datos utilizando las distribuciones aprendidas. Los
modelos modernos consideran, por lo general, que cada uno de los factores p(z, | Pa(z,))
sigue una distribucién simple (e.g., una distribucién gaussiana si z,, es una variable continua
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o una distribucién Bernoulli si z,, es binario), lo que facilita el desarrollo de la matematica
al construir las funciones de pérdida o demostrar propiedades necesarias para la formulacion
de los modelos. Dada la simpleza de las distribuciones cominmente utilizadas, la complejidad
de las distribuciones p(z,, |Pa(z,,)) debe ser trasladada a los parametros que las definen, lo
cual se suele conseguir utilizando redes neuronales que estimen dichos parametros. Por ejemplo,
en el caso continuo donde se suele elegir p(z,, | Pa(z,)) ~ N (p,,02), los pardmetros u, € Ry
02 > 0 suelen ser las salidas de redes neuronales cuyas entradas son los valores de las variables
en Pa(z,). Sin embargo, también es usual fijar algunos pardmetros menos relevantes como las
varianzas de las distribuciones gaussianas para poder disminuir la complejidad del modelo.

Si §,, € R denota el vector de pardmetros desconocidos de la distribucién p(z,, | Pa(z,,)) vy 0 =
(61,...,0y) € RY (con P = 25:1 P,) denota el vector de todos los pardmetros desconocidos de
la red bayesiana, la forma usual de hacer inferencia sobre 6 es considerar que estos parametros
también son variables del modelo cuyo valor no se conoce. De esta forma, se puede hacer
inferencia sobre los pardmetros haciendo inferencia sobre estas nuevas variables aleatorias. La
distribuciéon conjunta de este nuevo modelo extendido se factoriza como:

p(z,0) = p(0) p(z0)

ﬁp@c Pa(z,), 6,) (23)

La distribucién p(f) es un prior sobre los pardmetros (recordar que se estan tratando los
pardmetros como variables aleatorias), el cual se puede considerar uniforme (p(#) o< 1) si no se
quiere sesgar la estimacién de los pardmetros hacia ningtin valor. La cantidad p(z|6) se llama
verosimilitud (de los pardmetros) e indica la probabilidad de generar la muestra observada z
cuando se considera el vector § = (6, ...,0,) como los pardmetros de la red bayesiana. De esta
forma, se puede obtener la distribucién posterior p(@|x) para los pardmetros 6 € RF luego de
conocer el valor de la variable conocida z. Por regla de Bayes:

pl6]0) = PR, (21)

donde p(z|0) = ngl p(z, | Pa(x,),0,) es la verosimilitud y la constante de normalizacién
p(x) = f]RP p(x,0)d 0 es una cantidad independiente de 6, la cual representa la probabilidad
media de observar el valor conocido x a lo largo de todos los posibles modelos (cada uno

determinado por su respectivo valor de 6).

De aquf en adelante se asumird siempre que cada vector 6, € R (pardmetros de la distribucién
p(z,, | Pa(x,))) serd estimado usando una red neuronal cuyas entradas serdn los valores de las
variables en Pa(z,,) y la salida sera la estimacion de la red neuronal para el vector de parametros
6, € RP». Como es usual, si existe alguna restriccién para 6, € R~ esta serd impuesta en la
ultima capa de la red neuronal. Por ejemplo, si 8, debe ser un vector de probabilidad, es usual
utilizar la funcién softmax en la salida, mientras que si solo es un escalar que debe estar en
el intervalo [0,1] (e.g., para el pardmetro de una distribucién Bernoulli) es usual utilizar la
funcién logistica (llamada sigmoide en deep learning), o(z) := = +e >. También es usual utilizar

et—e ”

e la cual restringe

otras funciones de activacién en la salida como por ejemplo tanh(z) :=
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la salida al intervalo [—1, 1] (notar que tanh(z) = 20(2z) — 1), o ReLU(z) := max{0, z}, la cual
filtra los valores negativos.

2.3.1. Maximo a posteriori

Cuando se realiza inferencia bayesiana sobre el vector de pardmetros § € RY| la regla de Bayes
entrega una distribucién posterior p(f|x), la cual corrige la distribucién que asume el prior p(f)
(recordar que ahora se estd tratando a € como variable aleatoria) teniendo en consideracién
el valor que tomo la variable x. Sin embargo, muchas veces lo que realmente se busca es una
estimacion puntual 6 € R? de los pardmetros y no una distribucién completa (aunque esto tltimo
es mas informativo que una estimacién puntual). Mas atn, la estimacién usualmente no se realiza
utilizando una tinica observacién z € RP, sino que se utiliza un conjunto de observaciones, D =
{z',...,2K} C RP, las que se asumen como muestras provenientes desde p(z). En consecuencia,
la distribuciéon posterior que se obtiene para los pardmetros 6 € RY es p(8|D) = %

)

donde p(2 | 0) es la verosimilitud de 6 una vez se conoce el conjunto de observaciones D.

Un enfoque natural para elegir una estimacion puntual de los pardmetros 6 a partir de la posterior
p(0| D) es el de méximo a posteriori (MAP), el cual consiste en elegir a  como el vector
de pardmetros méas probable luego de conocer las observaciones en 2D (i.e., como la moda de

p(0]D)):

éMAP arg maxp(f | D)
9

(25)
= arg emaxp(?? 16) p(6)

Es importante notar que este enfoque entrega, por primera vez, una funcién objetivo con la
cual se pueden entrenar las redes neuronales que estiman los pardmetros 6, € R de cada
distribucién p(z,, | Pa(z,,),0,,) de la red bayesiana.

Por otro lado, en vez de maximizar directamente la posterior p(6|2), es méas usual maximizar
logp(@| D). Si bien ambos problemas son equivalentes (ya que el logaritmo es estrictamente
creciente), en la siguiente seccién se vera que el segundo problema es méas estable numéricamente,
lo cual es importante para un entrenamiento estable de las redes neuronales. De esta forma, el
problema de optimizacién para el enfoque MAP es el siguiente:

briap = arg maxlogp(D |0) + log p(6) (26)
0

Por simplicidad, de aqui en adelante se usaréd la notacién estandar py(x) := p(z | ) para indicar
la distribucién que sigue z cuando se fijan los pardametros al valor # € R, Del mismo modo,
para cada factor de la red bayesiana, se escribird p, (z,, |Pa(z,)) := p(z, | Pa(z,),0,). Ademés,
si una distribuciéon no lleva un simbolo de parametro como subindice, se asumird que todos
sus parametros son conocidos (i.e., son distribuciones fijas). Esto tltimo sera usual al fijar, por
ejemplo, distribuciones priors como una distribucién estandar (e.g., pg(z) = p(z) ~ N(0,1;) en
un modelo de variable latente).
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2.3.1.1. Relacién con weight decay

Reescribir la maximizaciéon de p(f|z) como la maximizacién de logp(f|z) permite ver que
algunas elecciones para el prior p(f) son equivalentes a aplicar técnicas de regularizacion clésicas
durante la maximizacion de la verosimilitud. Por ejemplo, si se considera un prior gaussiano
p(0) ~ N (0, %I P), con A > 0 un hiperparametro fijo, MAP resulta ser equivalente a maximizar
la log-verosimilitud log p,(2) incluyendo regularizacién [ sobre los pardmetros (llamado weight
decay en PyTorch), lo cual es directo al ver que los problemas de optimizacién son equivalentes:

logp(0 | D) = logpe(D) + log p(6)

Ay o (27)
= logpy(D) — §|| 6 ||* + constante,

donde se usé que p(0) o« exp(—3|| 6 ||?). Se observa que el pardmetro de varianza inversa (preci-
sién), A > 0, define la importancia que se le da al término regularizador, lo cual es esperable,
ya que una varianza pequefia (A >> 0) concentra fuertemente su masa alrededor de la media
0 € RP de la distribuciéon prior p(#), mientras que una varianza alta (A~ 0) distribuye més
uniformemente la masa sobre el soporte. De forma andloga, considerar un prior de Laplace
equivale a utilizar LASSO (regularizacién I') sobre los pardmetros. Notar que, en ambos casos,
los priors estan centrados alrededor del origen sesgando al modelo a usar pardmetros pequenios,
lo cual se espera que disminuya tanto la complejidad del modelo (para evitar overfitting) como
su varianza (para un entrenamiento mas estable).

También es posible hacer otras elecciones de priors convenientes para la optimizacion. Una
alternativa usual en machine learning clasico es el uso de priors conjugados, donde se elige un
prior p(f) con una forma especifica tal que la posterior p(8|2D) x py(D) p(f) pertenezca a la
misma familia, lo que resulta conveniente para el cadlculo de productos que entrega la regla
de Bayes. Sin embargo, si bien este enfoque suele entregar interpretabilidad al modelo, no se
suele usar en modelos de TA generativa debido a que se prefiere elegir, implicitamente, un prior
gaussiano al regularizar el entrenamiento usando weight decay.

Por tltimo, es importante mencionar que algunas veces, sobre todo en la comunidad de machine
learning, la expresién hacer inferencia se usa para referirse a la accion de realizar una prediccion
con un modelo ya entrenado y no a ajustar los parametros de un modelo, a lo cual se le suele
decir entrenar el modelo. Estos dos usos para el término inferencia no son contradictorios entre si
ya que realizar una prediccién con un modelo puede verse como hacer inferencia sobre variables
no conocidas. Sin embargo, es importante tener presente que, al menos desde una perspectiva

bayesiana, entrenar un modelo también es una forma de realizar inferencia.

2.4. Criterio de maxima verosimilitud

Cuando se utiliza un prior uniforme sobre los pardmetros, p(6) o 1, el criterio de MAP se reduce
al criterio de maxima verosimilitud, el cual es el enfoque estandar para la optimizacién de
modelos probabilisticos en machine learning;:

éMLE = arg max log py(D) (28)
6
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En TA generativa, todos los modelos que se estudiaran, a excepcion de las GANs, se suelen
entrenar siguiendo un enfoque relacionado, en algin sentido, con el enfoque de maxima verosi-

militud.

Por otro lado, es usual asumir que todas las muestras en D = {xl, ozl } fueron generadas de
forma independiente a partir de una distribucién fija y desconocida, pg,..(x), por lo que se dice
que las muestras en 2D son independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.). Esta suposicién
motiva a considerar siempre una hipétesis de independencia condicional entre las muestras, 2* L
276, lo cual permite escribir pe(:ci, xl ) =Dy (w’) Do (a:j ). Més atn, esta independencia condicional
permite descomponer la log-verosimilitud sobre todo el dataset de entrenamiento, logpy(2D),
como una suma de log-verosimilitudes individuales:

log pg(D) = log [ [ pe(a*)
=t (29)

K
= Z log py (xk')
k=1

Notar que esta separacién en una suma es uno de los principales beneficios de optimizar
la log-verosimilitud en vez de la verosimilitud directamente (donde quedaria un producto de
verosimilitudes). Por otro lado, la mayoria de las distribuciones comtiinmente usadas en machine
learning (e.g., gaussiana o exponencial) son log-céncavas (i.e., el logaritmo de su funcién de
densidad es una funcién céncava), por lo que para maximizar la log-verosimilitud log py(2) basta
derivar e igualar a cero (i.e., la condicién de 12 orden necesaria para la optimalidad también es
suficiente). Ademés, dado que las probabilidades estdn siempre en el intervalo [0, 1], el producto
de muchas probabilidades (e.g., en HkK:1 Do (xk)) puede provocar problemas numéricos (y, por
lo tanto, un entrenamiento inestable) al estar trabajando con nimeros muy pequenos. Usando
logaritmos, el producto se transforma en suma y el intervalo de probabilidades (0, 1] se estira a
todo el semieje real (—oo, 0].

Para fijar conceptos, dado un dataset D, la funcién 1l (0) :=logpy(D) se denomina funcién
de log-verosimilitud, y es una funcién de los pardametros # € R y no de los datos observados
(el conjunto de muestras 2D se considera fijo, y cada conjunto 2 define una funcién de log-
-verosimilitud distinta). Notar que la funcién de log-verosimilitud no es una (log-)distribucién
ya que, si bien py(2D) :=p(D|6) es una distribucién sobre 2, no lo es sobre 6 debido a que
fRP pe(D)d 6 # 1. Por otro lado, el célculo de la log-verosimilitud log py(2) puede realizarse de
forma secuencial (i.e., una muestra a la vez) o de forma paralela en batches, ya que la descom-
posicién logpg(D) = Ef:: 1 logpg (2*) permite evaluar la log-verosimilitud de forma individual en
cada muestra y luego sumar las salidas. Mas aun, cuando el modelo no es de variable latente (i.e.,
todas las variables, a excepcion de los pardmetros, son observadas durante el entrenamiento), la
optimizacién de los pardmetros § = (04, ..., 8, ) puede realizarse de forma independiente en cada
nodo de la red bayesiana p(z) = Hij:l P, (z,, | Pa(z,)), lo que permite paralelizar el proceso de
entrenamiento por nodos (e.g., se podria computar cada nodo en una GPU distinta si se estdn
usando redes neuronales). En efecto, para una muestra de entrenamiento = = (z,...,zy5) € D,
su log-verosimilitud se descompone como:
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N
log py(x) = log <H Po, (2, | Pa(%)))

n=1

N
= Z logp9n (xn ’ Pa‘(mn))>

por lo que, para obtener el estimador de méxima verosimilitud (MLE), se puede calcular
individualmente el MLE para cada pardmetro 6, € RP» mediante arg max, logp, (z, |Pa(z,))
ya que 6, no influye en ningin otro sumando de la log-verosimilitud log py(z). Del mismo modo,
si se realiza inferencia usando el conjunto de observaciones D = {3:1, oz }, el MLE para el
parametro 6,, se obtiene resolviendo el problema de optimizacién

K
arg maXZ logpy (zF |Pa(z,)) (31)
0., k=1 "

La familia de modelos descrita anteriormente se denominan modelos totalmente observados
ya que todas las variables del modelo, z = (x4, ...,z,), son observadas en cada una de las
muestras contenidas en el dataset de entrenamiento 2. Este tipo de modelos permite obtener
la densidad de una muestra de forma exacta y tratable (solo se deben sumar N términos).
Més atn, el gradiente de la log-verosimilitud, Vo logpy(z) =V, logp, (7, |Pa(z,)) € R,
se puede obtener ficilmente mediante backpropagation, por lo que es facil hacer inferencia
sobre los parametros de un modelo totalmente observado usando una red neuronal entrenada
mediante el criterio de méaxima verosimilitud. Mas auin, si se trabaja con mini-batches de
entrenamiento, B C 2D, entonces la cantidad I—%‘logpe(ﬂ) es un estimador insesgado de la
verosimilitud media, ﬁ log py(2D), mientras que ‘%‘Vg log pp(B) es un estimador insesgado del
gradiente ﬁve logpy(2D). Esta observacién permite, por ejemplo, interpretar a V,logp,(B)
como un gradiente estocédstico que le entrega aleatoriedad al modelo (donde la aleatoriedad
ocurre en la eleccién de las muestras que forman el batch B C D), lo cual muchas veces ayuda
a evitar que el modelo se quede atrapado en un 6ptimo local de la funcién objetivo a optimizar.
Por otro lado, el entrenamiento usando batches muchas veces es impuesto por restricciones de
hardware, ya que para grandes modelos es usual no poder cargar todos los datos disponibles en
la GPU para realizar el entrenamiento.

En conclusién, el criterio de maxima verosimilitud, 6= arg maxy logpy(2D), es el enfoque mas
comun en modelos totalmente observados como los modelos autorregresivos (usados para generar
texto) o los modelos basados en flujos (usados para generar imégenes). Esta funcién de pérdida
permite optimizar los modelos de manera estable (dentro de lo posible; los Transformers a gran
escala muchas veces presentan inestabilidades durante el entrenamiento aunque se entrenen
usando verosimilitud), lo cual no siempre es asi. Por ejemplo, las GANs, que entrenan un objetivo
que no estd basado en verosimilitud, sufren de muchas inestabilidades durante su entrenamiento,

principalmente por la naturaleza adversativa de su entrenamiento.

35



Redes bayesianas y paradigmas generativos modernos Fernando Fétis

2.4.1. Ejemplos

En algunos casos simples es posible encontrar el estimador de méxima verosimilitud de forma
cerrada, el cual, aparte de ser iinico, también suele ser interpretable y natural. En esta subseccién
se revisaran algunos de estos casos.

2.4.1.1. MLE para la distribucion gaussiana

SiD= {:vl, ozl } C Res un dataset de muestras independientes, se puede considerar el modelo
po(z) ~ N (pg,0?), donde py € R es su media (desconocida) y o2 > 0 es su varianza, la cual,
por simplicidad, se asumira conocida. Para buscar el estimador de maxima verosimilitud para
el pardmetro p, notar que

logpy(D) = _logp(z*)
i (32)

1
5 (wk — u9)2 + constante
o

23

K
k=1

DN

Para obtener arg max,logpy(2) se puede derivar la log-verosimilitud anterior e igualarla a 0
(condicién de 12 orden):

K —
logpg(D) = —21(90'“ — Hg)

d pg —~o
(K (33)
k=1
=0

Por lo que basta despejar uy € R para obtener el estimador de maxima verosimilitud:

1 X
:_E k 4
Ko Kk:197 (34)

Es decir, el MLE para la media de un modelo gaussiano es simplemente la media empirica de
las muestras. Si bien se podria verificar que esta cantidad es un maximo mirando la segunda
derivada (o el Hessiano en més dimensiones), aqui no es necesario porque la funciéon a maximizar
es concava (ya que la suma de funciones céncavas es céncava). Por otro lado, si también se
quisiera estimar el pardmetro o2 > 0, se puede realizar el mismo procedimiento para llegar a que
el MLE de la varianza es simplemente la varianza empirica de las muestras en 2.

2.4.1.2. MLE para la distribucion de Bernoulli

Si D= {acl, ozl } € {0,1} es un dataset de muestras binarias independientes, se puede consi-
derar el modelo py(z) ~ Bernoulli(ry), donde 7y € [0,1] es el pardmetro (desconocido) de la
distribucion. Al igual que antes, este parametro puede ser estimado usando el criterio de méaxima
verosimilitud. Para esto, notar que:
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K
=Y " (a*log(ry) + (1 — 2*) log(1 — 1))

Al igual que antes, para obtener arg maxylogpy(2) se derivard la log-verosimilitud anterior y

se igualara a cero:

=1
1 &, 1 & (36)
= — "’ — E 1—aF
"o k=1 ) k:l( )
=0

Por lo que basta despejar ry € [0,1] para obtener el estimador de maxima verosimilitud del
pardmetro desconocido:

K K

(1—1”9)2:3’“—7‘92(1—3:’“) =0
k=1 k

=1

:ixkzrg(i k+i(1—xk)):r9-K (37)

k=1 k=1 k=1
7"0 = - X
K k=1

Es decir, el MLE para una distribucién de Bernoulli corresponde a la fraccion de muestras con
valor 1 con respecto al total de muestras en 2, lo cual tiene sentido, por ejemplo, al interpretar el
experimento como lanzamiento de monedas, donde la probabilidad de obtener cara, p(z = 1) =
g, €s (cuando K — o0) la cantidad de caras que se obtuvieron sobre el total de lanzamientos.

Por otro lado, al igual que en el caso gaussiano, este MLE para r, se puede ver como la media
empirica de 2D, la cual, a su vez, puede interpretarse como un estimador de la media real
Ep...@)[T] = Tqata (asumiendo que pgy,(z) ~ Bernoulli(rg,, ), con rgu, € [0,1] desconocido).

2.4.1.3. MLE para la regresion lineal

Para un dataset supervisado D = {(z1,y'), ..., (2, y®)} C RP x R (donde se asume que y* ~
pdata(yk ’ xk) para una entrada z* € RP dada), se puede considerar el modelo gaussiano lineal,
p(y|z) ~ N(0"z,0?) (i.e.,y =0"x 4+ €, con e ~ N(0,0?) un error gaussiano aditivo), donde 6 €
RP es el pardmetro desconocido a estimar y 0 > 0 es un hiperpardmetro fijo (aunque también
podria ser estimado por maxima verosimilitud). Al igual que antes, se puede obtener el estimador
de méxima verosimilitud para 6 € RP, el cual coincide con el regresor lineal 6ptimo para minimos
cuadrados, § = (XTX)_lXTY € RP, donde X € My p(R) es la matriz cuya k-ésima fila corres-
ponde a la muestra z¥ € RP, mientras que Y € R¥X es el vector cuya k-ésima coordenada es y* €
R. Notar que, al igual que antes, este estimador de maxima verosimilitud también es natural ya
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que la matriz X1 == (XTX )_1X Tem p.x (R) corresponde a la pseudoinversa de Moore-Penrose
de la matriz X € MK,D(R)7 por lo que =Xy puede verse como un intento de despejar 6 €
RP en un sistema lineal sobredeterminado, ¥ = X#. Més atn, en linea con lo revisado en la
seccién anterior, si se agrega un prior gaussiano al pardmetro desconocido # € RP, el estimador
MAP coincide con el regresor lineal de minimos cuadrados con regularizacion cuadratica (i.e.,

ridge regression).

2.4.2. Verosimilitud en modelos de variable latente

La principal dificultad de entrenar un modelo de variable latente por méaxima verosimilitud es
que la cantidad log py(x) es costosa de computar. En efecto, para una red bayesiana de variable
latente, py(z, 2) = py(2) pg(x | 2), €l cédlculo de la log-verosimilitud log py(x) requiere marginalizar
sobre la variable latente z:

pe(w)=/ py(z,2)d 2
RL
(38)
:/ Pe(z)pe($|z)dz
RL

Esta integral (o suma si z es una variable latente discreta) es muy costosa de calcular, incluso
aproximandola numéricamente (hay varias formas de hacerlo; una usual es escribir la igualdad
anterior como py(z) = E, ,)[pe(x | 2)], lo que permite usar una aproximaciéon de Monte Carlo
usando muestras desde py(2)), por lo que la verosimilitud para este tipo de modelos se considera
intratable en la practica. Esta dificultad aumenta atin més si se considera que, por lo general, la
verosimilitud se debe calcular para un dataset de muestras, D = {xl, oz }, y en cada iteracién
del algoritmo de gradiente (asumiendo que los pardmetros estdn siendo aprendidos por redes

neuronales).

Por otro lado, la dificultad de calcular p,(z) se hereda al querer calcular el gradiente V4 log py(z)
(necesario para el entrenamiento de las redes neuronales) y al querer hacer inferencia sobre z
mediante py(z|x) = pe—(x) Ademas, la marginalizacion necesaria para calcular p,y(z) elimina
la posibilidad de optimizar cada nodo del DAG de forma individual como si ocurre en los modelos
completamente observables. En efecto:

K
logpg(D) =Y _ logpy(z*)
k=1

log( /R Lpe(z)pe(xk‘z)dz) (39)
110</ ﬁ (2, | Pa(x ))dz)

Dado que el logaritmo no distribuye sobre la integral, la log-verosimilitud ya no se puede

- 1

el
Il

descomponer en una suma que separe los pardmetros a optimizar, = (6, ...,0,). Més atn, la
log-verosimilitud que se obtiene es dificil de optimizar debido a su estructura, la cual ademas
provoca que se pierda la log-concavidad que se suele tener para distribuciones sencillas. En
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consecuencia, los modelos de variable latente por lo general son entrenados utilizando enfoques
alternativos al de méxima verosimilitud. Por ejemplo, los VAEs y los modelos de difusion utilizan
un enfoque variacional para optimizar una cota inferior de la log-verosimilitud (llamada ELBO),
mientras que las GANs utilizan un entrenamiento alternado entre dos modelos que compiten
entre si (de hecho, este tipo de modelos no modela una funcién de verosimilitud de forma
explicita).

Por otro lado, un algoritmo clésico para entrenar un modelo de variable latente genérico es el
algoritmo de expectation-maximization (EM), el cual estima las variables latentes a partir de los
datos (paso E) y luego realiza inferencia sobre los pardmetros usando los valores estimados para
las variables latentes (paso M). Otro tipo de modelos, como los modelos basados en energia,
reparametrizan la verosimilitud de forma conveniente para luego poder optimizarla sin tener
que calcularla de forma explicita, y luego utilizan algoritmos tipo Markov chain Monte Carlo
(MCMC) para poder generar muestras.

2.4.3. Relacion con teoria de la informacion

En esta seccién se revisard la conexion y equivalencia entre el enfoque de maxima verosimilitud
y algunos conceptos principales de la teoria de la informacién. Para esto, se comenzara constru-
yendo la funcién de informacién de Shannon.

2.4.3.1. Informacién de Shannon y entropia

De manera intuitiva, se puede definir la informacién de un evento aleatorio como la cantidad
de sorpresa o conocimiento no trivial que reporta el saber que el evento ocurrié. De esta forma,
la ocurrencia de un evento poco probable (e.g., hoy hubo un terremoto) es muy informativo,
mientras que eventos mas comunes o de ocurrencia mas esperable (e.g., mafiana saldra el sol)
entregan poca informaciéon. Para definir formalmente este concepto, se construird una funcién
I: B — R (con B el conjunto de todos los eventos posibles) que mida la cantidad de informacién
que contiene un evento de acuerdo a su probabilidad de ocurrencia. Para esto, se consideraran
los siguientes requisitos naturales sobre la funcién de informacion:

1. La informacién de un evento solo debe depender de su probabilidad. Es decir, para todo
evento A € B, I(A) = f(Prob(A)) para alguna funcién continua f : [0,1] — R.

2. La informacién debe ser no negativa. Ademads, es nula solo si el evento es completamente
seguro. Es decir, para todo evento A € B, I(A) > 0, con igualdad si y solo si Prob(A4) = 1.

3. La informacién que entrega el saber la ocurrencia de dos eventos independientes es la
suma de las informaciones individuales. Es decir, para A L B eventos independientes, se
debe cumplir que I{(AN B) =1(A) + I(B), donde AN B € B es el evento de que ocurran
los eventos A y B.

Para encontrar la funcién f : [0,1] — R correcta se puede comenzar considerando dos eventos
independientes, A L B. Por los requisitos 3 y 1:
I(AnB) =1(A) + I(B)

= f(Prob(A)) + f(Prob(B)) (40)
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Por otra parte, como A, B € B son eventos independientes, también se tiene que Prob(AN B) =
Prob(A) Prob(B). Por lo tanto:

I(AN B) = f(Prob(AN B))
41

= f(Prob(A) Prob(B)) (41)
Luego, igualando ambas expresiones para I(AN B), se observa que la funcién f:[0,1] - R
buscada debe cumplir que f(x) + f(y) = f(zy) para z,y € [0,1]. Una funcién continua natural
que cumple esto es el logaritmo, f(z) = ¢ -log(z), para cualquier constante ¢ € R. Mas atn, la
ecuacion funcional de Cauchy permite demostrar que el logaritmo es la tnica funcién continua
que cumple esta propiedad. Por lo tanto, la definicién natural para la informacién de un evento
A € BesI(A) =c-logProb(A), para algtin valor apropiado de ¢ € R.

Por otro lado, por el requisito de positividad, y notando que log Prob(A) < 0 para cualquier
evento A € B, necesariamente se debe elegir una constante ¢ < 0. Ademads, considerando esta
constante de la forma ¢ = —éb para b > 1, la propiedad de cambio de base de los logaritmos
permite definir la funcién de informacién de Shannon (para una base fija b > 1) como

I(A) := —log, Prob(A), (42)

donde A € B es un evento cualquiera. Cuando b = 2 la informaciéon se mide en bits, mientras
que cuando b = e (constante de Euler), la informacién se mide en nats. Sin embargo, la base
que se utilice es irrelevante ya que las definiciones solo difieren por una constante multiplicativa.
En este libro se considerara siempre b = e para trabajar con el logaritmo natural, lo cual es la
eleccién estdndar en machine learning.

Teniendo definido el concepto de informacién de un evento, es posible definir la entropia de
una distribucién p(z) como la informacién esperada para una variable z ~ p(x) que sigue dicha
distribucion:

— —/D logp(z) p(z)d z,

donde en la ultima igualdad se asumi6 que z ~ p(x) es una variable aleatoria continua. En el caso
discreto, en cambio, H(p) = — Zij:l logp(k,,) - p(k,,), si se considera supp(z) = {ky, ..., kn }

Recordando la interpretacién de la informacion de Shannon dada anteriormente, la entropia de
una variable aleatoria z ~ p(x) se puede interpretar como el grado de aleatoriedad o incertidum-
—r-log(r) — (1 —r) - log(1l —

(méxima incertidumbre) y es

bre que esta posee. Por ejemplo, para x ~ Bernoulli(r), H(p)
). Se puede verificar que esta cantidad es maxima cuando r =
minima cuando r = 0 o 7 = 1 (no hay incertidumbre). De forma similar, la distribucién uniforme
x ~ Uniforme([a, b]) es la de méxima entropia (incertidumbre) entre todas las distribuciones con
soporte acotado, mientras que la distribucion gaussiana es la de méxima incertidumbre entre
todas las distribuciones con soporte R (y de varianza finita).
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2.4.3.2. Entropia cruzada y divergencia KL

Teniendo definido el concepto de entropia, la entropia cruzada entre dos distribuciones, p(x) y
q(z), se define como la informacién esperada de x pero cuando se considera la distribucién p en
el calculo de esperanza y la distribucién g en el calculo de informacion:

CE(p,q) = By [~ log g(z)] = — / logg(a) pla)d @ (44)

Si bien el concepto de entropia cruzada parece menos interpretable que el de entropia, este
surge naturalmente cuando se consideran las motivaciones originales de Shannon al introducir la
teoria de la informacién, donde el objetivo principal es poder codificar distintos simbolos (e.g.,
palabras de un vocabulario) de manera eficiente (simbolos frecuentes se codifican con c6digos
cortos, mientras que simbolos poco usuales se codifican con cddigos mas extensos). Bajo esta
mirada, el primer teorema de Shannon indica que la entropia H(p) indica cudntos bits por
simbolo (considerando b = 2) se necesitan en promedio para codificar un mensaje (sin pérdida
de informacién), asumiendo que los simbolos son generados segtn la distribucién z ~ p(z). De
esta forma, la entropia cruzada CE(p, q) corresponde a la cantidad de bits que se requieren (en
promedio) para codificar un simbolo cuando el esquema de codificacién se optimiza asumiendo
que los simbolos siguen una distribucién y ~ ¢(y), cuando en realidad siguen una distribucién
x ~ p(x).

Por otro lado, la interpretaciéon de compresibilidad de la entropia cruzada no es estrictamente
necesaria en el estudio de redes bayesianas ya que, usualmente, la entropia cruzada solo se
menciona por la relacion que surge al compararla con la verosimilitud log p,(2) para un conjunto
de entrenamiento i.i.d., D = {:vl,...,a:K}. En efecto, se puede ver que buscar el estimador
de méxima verosimilitud, maxylogp,(2), equivale a minimizar la entropia cruzada entre la
distribucién empirica p,(z) = % Zszl 0% () y la distribucién del modelo que se estd ajustando,
pp(x). Para ver esto, notar que

CE(pp,pg) = —E, (s)[log pe ()]

1 K
=—— logp (:ck)

= log (;ﬁ pe(q:k))

1
= — ¢ logpy (D),

(45)

por lo que arg maxg log py(2) = arg miny CE(py, pg). Por otro lado, recordando que E,, (,,[...]
puede ser aproximada mediante una estimaciéon de Monte Carlo usando las muestras de 2,
también se puede considerar el estimador de maxima verosimilitud como una aproximacion de
la solucién del problema miny CE(pyaia, Pg)-

Por otro lado, retomando la interpretacién de la entropia cruzada CE(p, ¢) como la cantidad de
bits promedio que requiere codificar un simbolo considerando una distribucién y ~ ¢(y) cuando
en realidad la distribucién real es x ~ p(z), se puede descomponer la cantidad CE(p, q) en un
término asociado a la cantidad de informacién irreducible (asociada a la propia informacién de
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p(z)) y en un término asociado al error de considerar como distribuciéon de simbolos a ¢(z) en
vez de p(x):

= By 1ogp(&)] + By 102 (2] )| (46)
= H(p) + Dy (p, 9),

donde Dy (p, q) es la divergencia de Kullback-Leibler (también llamada entropia relativa)
entre p(z) y q(x):
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Por lo tanto, el operador de Kullback-Leibler puede interpretarse como una medida de discre-

pancia entre las distribuciones p(z) y ¢(z), donde la comparacién se realiza con el cociente %.
En efecto, si las dos distribuciones son similares, entonces el cociente es cercano a 1, por lo que

log(%) ~ 0. En particular, Dy (p, q) = 0 cuando p = g.

Por otro lado, se puede probar que la divergencia de Kullback-Leibler es siempre no negativa (esto
se conoce como desigualdad de Gibbs). Méas atn, dado que CE(py,py) = H(pp) + Dk1.(Pp,Ps),
con H(pgp) > 0 una constante independiente de 0, se puede obtener la siguiente equivalencia al
enfoque de maxima verosimilitud:

arg max logpy(D) = arg emin Dy, (pps D) (48)

En resumen, buscar el estimador de maxima verosimilitud resulta ser equivalente a minimizar la
entropia cruzada CE(pp, pp), lo que a su vez resulta ser equivalente a minimizar la divergencia
Dy1,(pp,pg)- Por otra parte, si bien la divergencia de Kullback-Leibler puede verse como una
medida de discrepancia entre dos distribuciones de probabilidad, no es una funcién de distancia
(o métrica) en el sentido estricto. En particular, no es simétrica (Dgy,(p, ¢) # Dxy, (¢, p)) ni cumple
la desigualdad triangular (Dgy (p, q) # Dk, (p, ) + Dk, (7, ¢)). La siguiente figura muestra cémo
cambia el argumento minimizante dependiendo del orden que se utilice para las distribuciones
dentro de la divergencia:
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Figura 16: Efecto del orden de los argumentos en la divergencia de Kullback-Leibler sobre el

argumento minimizante [17].

En particular, para el caso de la izquierda se observa la creencia usual de que optimizar un
modelo generativo maximizando la log-verosimilitud fuerza al modelo a capturar todas las modas

de la distribucién de los datos de entrenamiento.

El hecho de que la divergencia de Kullback-Leibler no sea una distancia no permite aplicar
distintos resultados conocidos sobre espacios métricos, lo cual muchas veces es 1til para obtener
garantias tedricas (e.g., convergencia) sobre los temas estudiados. Ademds, si bien es posible
adaptar la divergencia de Kullback-Leibler para construir la distancia de Jensen-Shannon
(la cual aparece en el estudio de las GANSs), dys(p,q)? = %DKL(p, p%) + %DKL(q,pT”), esta
distancia parece un poco forzada y tampoco tiene muy buenas propiedades como la distancia de
Wasserstein, la cual se definira al revisar algunos topicos de transporte 6ptimo. Por otro lado, si
bien la divergencia de Kullback-Leibler no es una distancia, si es una funciéon de divergencia, lo
que permitird definir las f-GANSs, las cuales pueden verse como una generalizacién de las GANs

para distintos funcionales de optimizacién.

2.4.4. Ejemplo usando una red neuronal
En esta tltima subseccion se implementarda un modelo probabilistico de juguete para poder
aproximar un estimador de maxima verosimilitud usando una red neuronal. Las librerias que se

usaran son las siguientes:

import torch

import torch.nn as nn

import torch.optim as optim
import matplotlib.pyplot as plt

Como red bayesiana se usard una mixtura (modelo de variable latente p(z,z) = p(z) p(z | 2),
donde z es una variable categérica) de dos componentes gaussianos unidimensionales, es decir:

p(z) =p(z=0)py(z) +p(z = 1) p;(z), (49)
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donde py(x) ~ N (g, 02) v p1(z) ~ N(py,0%), mientras que p(z) ~ Bernoulli(r), con r € [0, 1]
un parametro que indica el peso asignado a cada distribuciéon. En consecuencia:

1 (37“#0)2 1 (x“'ﬂ1)2
p(m):(l—r)-\/T_agexp —W +7“-Tafexp —T (50)

La siguiente clase Mixture implementa esta red bayesiana, asumiendo todos los parametros como
conocidos:

class Mixture:

def init (self, r: float, gaussians: list[tuple[float, float]l]) -> None:
self.r =r
self.gaussians = gaussians # (mu 0,sigma @), (mu 1,sigma 1).

def generate data(self, n_samples: int = 1000) -> torch.Tensor:
r = torch.full([n _samples], self.r)
z = torch.bernoulli(r)
X = torch.empty(n_samples)

X[z == 0] = torch.normal(*self.gaussians[0], [(z == 0).sum()])
X[z == 1] = torch.normal(*self.gaussians[1l], [(z == 1).sum()])
return x

@staticmethod

def p x(x: torch.Tensor, r: float | torch.Tensor, gaussians: list[tuple[float,
float]]) -> torch.Tensor:
mu = gaussians[O][0], gaussians[1][0]
var = gaussians[O][1]**2, gaussians[1][1]**2

p0 = (2*torch.pi*var[0])**(-1/2) * torch.exp(-1/(2*var[0]) * (x-mu[O])**2)

pl = (2*torch.pi*var[1])**(-1/2) * torch.exp(-1/(2*var[1l]) * (x-mu[1l])**2)

p=(1-r)*p0+r*pl

return p
El método generate data genera muestras por ancestral sampling: primero decide desde qué
clase generara cada muestra (sampleando desde p(z) ~ Bernoulli(r)), y luego genera las muestras
observadas desde las respectivas distribuciones gaussianas. En este caso, se utilizaran como
parametros reales a (pg,00) = (—1,1) y a (uq,07) = (3,2), mientras que como prior de clase
se fijard r = 0.8. Con estos pardmetros fijos, se generardan |2| = 1000 muestras desde la red
bayesiana:
r=20.8
gaussians = [(-1, 1), (3, 2)]

# Datos:

dataset = Mixture(r, gaussians)

x = dataset.generate data()

# Grafico:

x_plot = torch.linspace(min(x), max(x), 1000)

density = Mixture.p x(x_plot, r, gaussians)

plt.figure(figsize=(8, 5))
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plt.plot(x_plot, density)

plt.hist(x, bins=100, density=True, alpha=0.3)
plt.xlabel('x")

plt.ylabel('Densidad"')

plt.grid(alpha=0.3)

plt.show()

0.20

0.15 ~

Densidad

0.05 +

0.00 T | | T

X

Figura 17: Densidad teérica de la mixtura gaussiana (curva) junto al histograma de las |D| =
1000 muestras generadas por ancestral sampling.

En el grafico de las muestras se aplico KDE, lo que permite, en este caso, identificar claramente los
valores de los parametros p, y it;. Para ejemplificar el problema de inferencia, se supondra que el
prior de clase r es desconocido, mientras que el resto de parametros se consideraran conocidos por
simplicidad. De esta forma, se usaran las muestras en 2 C R para inferir el valor del pardmetro
r € [0,1] usando una red neuronal 7, con salida sigmoidal. Notar que la distribucién py(z) en
po(x,2) = py(z) p(z | 2) es incondicional, por lo que la red neuronal no recibe ninguna entrada:

class PriorEstimator(nn.Module):

def init (self, init val: float = 0.5) -> None:
super(). init ()
self.logit r = nn.Parameter(torch.tensor(init val))

def forward(self) -> torch.Tensor:
return torch.sigmoid(self.logit r)

La red neuronal ry € [0, 1] serd optimizada para maximizar la verosimilitud (usando el método
p_x definido en la clase Mixture). Para esto, un detalle importante y que es usado en la practica
es que en vez de maximizar directamente la log-verosimilitud logpy(2D), se suele optimizar la

cantidad ﬁlog pe(D) ya que al normalizar la log-verosimilitud por el tamano del dataset de
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entrenamiento, esta cantidad se vuelve independiente de |2|, lo que evita tener que ajustar la
tasa de aprendizaje de acuerdo al tamaiio de cada dataset (o batch) de entrenamiento:

def train loop(model: PriorEstimator, optimizer: optim.Optimizer, x: torch.Tensor,
n_epochs: int = 500) -> tuple[list[float], list[float]]:

normalized nlls, r _preds = [], []

for epoch in range(n_epochs):
r pred = model()
p_X = Mixture.p x(x, r_pred, gaussians)
normalized nll = - p x.log().mean()

optimizer.zero grad()
normalized nll.backward()
optimizer.step()

normalized nlls.append(normalized nll.item())
r preds.append(r _pred.item())

return normalized nlls, r preds

En la funcién train loop se estd almacenando y retornando la dindmica de entrenamiento
completa para luego poder visualizarla. Para realizar el entrenamiento solo falta instanciar la

red neuronal y un optimizador asociado a su tnico parametro:

model = PriorEstimator()
optimizer = optim.SGD(model.parameters(), lr=1)

train loop(model, optimizer, x)

print(f'Estimacion: {model().item():.4f}")
print(f'Valor real: {dataset.r}')

Estimacién: 0.7847 Valor real: 0.8

Se observa que el valor predicho para el pardmetro del prior py(z) ~ Bernoulli(ry) es cercano al
valor real. De hecho, la convergencia puede ocurrir en pocas iteraciones, dependiendo de la tasa
de aprendizaje que se utilice:
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log-verosimilitud normalizada (Ir=0.1)
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Figura 18: Dindmica de entrenamiento de ry para distintos valores de la tasa de aprendizaje:
evolucion de la log-verosimilitud negativa no%alizada (columna izquierda) y del pardmetro
predicho (columna derecha).
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o (Codigo para la figura.

learning rates = [0.1, 1, 10, 20, 30]
n_rows = len(learning rates)

fig, axes = plt.subplots(n rows, 2, figsize=(12, n_rows * 4))
for i, lr in enumerate(learning rates):

# Entrenamiento:

model = PriorEstimator(init val=0.1)

optimizer = optim.SGD(model.parameters(), lr=lr)

normalized nlls, r _preds = train loop(model, optimizer, x, n_epochs=100)

# Funcién de pérdida (NLL normalizado):
p X = Mixture.p x(x, r, gaussians)
normalized nll = - p x.log().mean()

# Grafico loss:

axes[i, 0].axhline(y=normalized nll, linestyle="'--
label="valor real')

axes[i, O].plot(normalized nlls, label='entrenamiento')

axes[i, 0].set xlabel('Iteracidn')

axes[i, 0].set ylabel('- log p(x)")

axes[i, 0].grid(alpha=0.3)

axes[i, 0].set title(f'log-verosimilitud normalizada (lr={1r})"')

axes[i, 0].legend()

, color='r", alpha=0.7,

# Grafico r:

axes[i, 1].axhline(y=r, linestyle='--', color='r"', alpha=0.7,label="'valor
real')

axes[i, 1].plot(r_preds, label='entrenamiento')

axes[i, 1].set xlabel('Iteracidn')

axes[i, 1].set ylabel('r predicho')

axes[i, 1].grid(alpha=0.3)

axes[i, 1].set title(f'Evolucidén de r predicho (lr={lr})")

axes[i, 1].legend()

plt.tight layout()
plt.show()

Se observa que la dinamica de entrenamiento varia considerablemente dependiendo del valor de
la tasa de aprendizaje. Una tasa de aprendizaje pequeiia puede provocar un entrenamiento lento,
mientras que una tasa de aprendizaje muy alta puede provocar una dindmica de entrenamiento
muy erratica al estar variando demasiado los pardmetros en cada iteracion. Esto se observa en los
ultimos graficos de la columna derecha, donde el pardmetro ry € [0,1] oscila con alta amplitud
alrededor del valor real.

Este ejemplo muestra que incluso los modelos generativos de juguete (como este, que es de un
solo pardmetro) pueden tener una dindmica de entrenamiento inestable si no se ajustan bien los
hiperparametros. En modelos mas grandes, este ajuste puede ser atin mas delicado, por lo que
es usual usar heuristicas para ajustar su valor.
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